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Leopoldo García-Colín Scherer 


El interés del autor por ofrecer un libro de texto 
a nivel universitario actualizado en materia 
de termodinámica, ha dado lugar a la tercera 
edición de la presente obra, la cual contiene 
numerosas modificaciones y novedades. 


Una de las principales ventajas que ofrece este 
volumen es la de ser un libro de termodinámica 
clásica o fenomenológica preparado original- 
mente para lectores de habla hispana. 





El autor de la obra supone que el estudiante 
está familiarizado con los temas que se llevan 
en los cursos de física y matemáticas, en los 
cuales se estudian materias como calor, ondas, 
electricidad y magnetismo, así como cálculo 
diferencial e integral. 





En la tercera edición de Introducción a la 
termodinámica clásica se ha conservado, en 
su mayoría, el contenido de los primeros seis 
capítulos, aunque se han introducido temas 
y conceptos nuevos, como el de restricción. El 
capítulo siete se enriqueció con una sección 
acerca del concepto de entropía como medida 
del “grado de restricción” impuesto a un 
sistema dado. Esto permite, en el capítulo 
nueve, ofrecer una conceptualización general 
del potencial termodinámico. Con excepción 
de los capítulos dedicados a gases imperfectos 
y sistemas magnéticos, los demás han sido 
totalmente reescritos y actualizados, en 
especial el de transiciones de fase. Además, 
se han agregado tres capítulos nuevos sobre 
sistemas abiertos, estabilidad en sistemas 
termodinámicos y aplicaciones a sistemas 
químicos. 
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Prologo 


Es dificil justificar la edición de un nuevo libro de Termodinámica en 
una época donde prolifera la elaboración de textos sobre esta materia. 
Sin embargo, la gran mayoría de ellos aparecen en otros idiomas, dife- 
rentes del castellano, y más aún, escritos para satisfacer necesidades 
de medios que difieren notablemente de las que prevalecen en países 
como México. Esta obra está, pues, dirigida a llenar un hueco en la en- 
señanza de la termodinámica clásica o fenomenológica a nivel de los 
años segundo y tercero de las carreras técnicas y científicas existentes 
en nuestros centros de enseñanza superior. Se supone que el lector está 
familiarizado con el material cubierto en los cursos convencionales de 
física y de matemáticas de los primeros años (o semestres) de dichas es- 
cuelas profesionales: mecánica, ondas, calor, electricidad y magnetis- 
mo y cálculos diferencial e integral. El material está dividido en dos sec- 
ciones; la Primera consiste de una exposición lógica de los Principios 
de la termodinámica clásica y cubre esencialmente las tres leyes fun- 
damentales y un capítulo dedicado a la tercera ley, que por lo general se 
trata hasta el final de un curso de esta naturaleza, lo cual en mi opinión 
es un error. La Segunda parte consiste de Aplicaciones de la termodi- 
námica a sistemas simples como gases, plasma, radiación de cuerpo 
negro, sistemas magnéticos y transiciones de fase. Estos temas no for- 
man de ninguna manera una lista exhaustiva. La selección anterior se 
hizo con el objeto de satisfacer las necesidades mínimas de un curso di- 
rigido a estudiantes de escuelas de ciencias, de manera que el material 
pudiera cubrirse en un semestre. Así pues, aplicaciones importantes de 
la termodinámica a problemas de máquinas térmicas, sistemas 
químicos como soluciones débiles y fuertes, reacciones químicas, 
polímeros, etc., sistemas heterogéneos y otros, han sido omitidas. Sin 
embargo, el material actual puede adaptarse fácilmente a cursos enfo- 
cados hacia la ingeniería, tomando aplicaciones de la numerosa litera- 
tura existente en este campo. 
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Un aspecto fundamental para el aprendizaje de cualquier área de las 
ciencias físicas, radica en la solución de problemas. A este respecto, se 
han incluido a lo largo de la exposición, problemas que constituyen una 
extensión del material cubierto en el texto y otros que permiten al lec- 
tor convencerse de haber comprendido las ideas básicas. Se ha evitado 
incluir ejercicios de aplicación directa y sustitución numérica, ya que 
existen una variedad de textos donde pueden encontrarse este tipo de 
problemas y sus soluciones. En particular conviene citar la excelente 
obra de R. Kubo, Thermodynamics, North Holland Publishing Com- 
pany, Amsterdam, 1969. 

La primera versión de este texto apareció en 1965 en notas mimeo- 
grafiadas, como consecuencia de una fructífera labor de docencia y de 
investigación realizada en la malograda Escuela de Ciencias Físico- 
Matemáticas de la Universidad Autónoma de Puebla. Una segunda ver- 
sión corregida apareció en 1968, después de impartir el curso por va- 
rios semestres en la Facultad de Ciencias de la UNAM y en la Escuela 
Superior de Física y Matemáticas del IPN. La edición fue posible gracias 
ala generosa cooperación del Instituto Mexicano del Petróleo. A las en- 
tonces autoridades de la Escuela de Ciencias Físico-Matemáticas de la 
UAP, así como a todos mis colegas y estudiantes, que me prestaron su 
valiosa cooperación y constante estímulo para editar esta obra, expreso 
mi más profunda gratitud. Por último, deseo agradecer al Prof. Asdrú- 
bal Flores, de la Universidad Veracruzana, su paciente colaboración y 
crítica revisión del manuscrito final, y a la señorita María Esther Her- 
nández su inapreciable labor mecanográfica. 


El autor 


Prólogo a la 3a. edición 


Han transcurrido doce años desde que apareció en el mercado la se- 
gunda edición de este texto. Durante este lapso el autor, a través de las 
múltiples ocasiones en que ha impartido el curso de termodinámica, se 
ha especializado en la materia, ha teorizado acerca de temas y conceptos 
referentes al material cubierto y, gracias a las críticas surgidas durante 
estos años, ha corregido muchos errores Operativos y conceptuales. 
Más aún, como consecuencia de estas criticas surgió el Problemario de 
termodinámica clásica, escrito en colaboración con Luis Ponce R., y 
que ahora se encuentra en su segunda edición. También, contrario a lo 
que suele pensarse, muchas áreas de la materia han evolucionado hasta 
el grado de que numerosos temas contenidos en las primeras ediciones 
son obsoletos, por ejemplo, las transiciones de fase y otros fenómenos 
que ocurren en la cercanía de los puntos críticos. El problema de la ter- 
modinámica de sistemas abiertos ha adquirido una gran importancia 
debido al creciente interés por la bioquímica, la biofísica, la astrofísica y 
otras actividades altamente interdisciplinarias. 

Deseo hacer notar que ha subsistido el empeño de muchos de mis co- 
legas y estudiantes por contar con libros de texto a nivel universitario 
escritos en el idioma castellano y que estén actualizados, lo cual consti- 
tuye un deseo muy válido en las condiciones en que se encuentran ac- 
tualmente los sistemas educativo y financiero del país. 

La presente edición no es, por consiguiente, una simple reescritura 
de las ediciones anteriores. El contenido de los primeros seis capítulos se 
ha conservado en su mayoría; sin embargo, se han introducido temas y 
conceptos novedosos, como el de restricción. El capítulo siete, que con- 
serva la estructura tradicional, se enriqueció con una nueva sección 
sobre cómo el siempre sutil y debatido concepto de entropía puede in- 
terpretarse como una medida del “grado de restricción”* impuesto a un 
sistema dado. Esto permite, en el capítulo nueve, ofrecer una concep- 
tualización general del potencial termodinámico. Con excepción de los 


7 


8 PRÓLOGO A LA TERCERA EDICIÓN 


capítulos dedicados a gases imperfectos y sistemas magnéticos, los demás 
han sido totalmente reescritos y actualizados, en especial el de transi- 
ciones de fase. Además, se han agregado tres capítulos nuevos sobre 
sistemas abiertos, estabilidad en sistemas termodinámicos y aplica- 
ciones a sistemas químicos. 

Durante la elaboración de esta nueva edición surgió la posibilidad de 
incorporar el material del Problemario de termodinámica clásica al 
nuevo texto y editar una obra unitaria. Después de analizar las ventajas 
y desventajas de tal proyecto y a fin de mantener un texto con una ex- 
tensión razonable, decidí abandonar la idea. Por ello, con frecuencia el 
lector encontrará referencias a dicha obra, cuyo título se identifica, por 
cuestiones de fácil manejo, con las siglas PTC. Por tanto, es recomen- 
dable y casi necesario manejar los dos textos simultáneamente. Además, 
al final de la mayoría de los capítulos se han agregado nuevos problemas, 
no contenidos en el PTC. 

Por último, contrario a lo que suele ocurrirle a un gran número de 
autores, la realización de esta nueva edición no implicó desvelos ni 
sacrificios por parte de nadie. La empresa Trillas, S. A., especialmente 
a través de su joven colaborador Carlos Trillas, me persuadió a rehacer 
el texto. Ellos comparten conmigo esta, idealmente loable, tarea tan 
menospreciada y subestimada en este país. A mis colegas y estudiantes 
que me brindaron su colaboración y apoyo les expreso mi más caluroso 
agradecimiento. Ellos saben quiénes son. 


El autor 
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Principios 
de 
termodinámica clásica 


Generalidades 


La llamada termodinámica clásica, tema de que trata este libro, tiene 
como objetivo estudiar las propiedades de la materia cuando son afec- 
tadas por un cambio de temperatura, en tanto que en estas observa- 
ciones no se tenga en cuenta la composición microscópica de la materia. 
Esto es, la termodinámica clásica es una ciencia fenomenológica, es decir, 
una ciencia basada en leyes generales inferidas del experimento, inde- 
pendiente de cualquier '“modelo”” microscópico de la materia. A partir 
de las leyes de la termodinámica es posible deducir relaciones entre las 
propiedades de las sustancias o, en general, entre cantidades limitadas 
de materia, así como las propiedades macroscópicas de una sustancia 
dada. Ahora bien, la termodinámica no se restringe a tratar las pro- 
piedades de la materia en sus tres estados de agregación: gas, líquido y 
sólido, sino que abarca sistemas tales como el sólido paramagnético, la 
membrana sujeta a tensión superficial, la radiación de un cuerpo 
negro, los metales superconductores, las plantas nucleares, los motores 
de propulsión a chorro y muchos otros sistemas de interés particular en 
diferentes ramas de la ingeniería, la química y la fisica misma. Algunos 
de estos sistemas se analizarán en el presente libro. 

Sabemos, por otra parte, que la materia está compuesta de partículas 
de magnitud microscópica. Así pues, un mol de una sustancia pura 
contiene millones y millones de átomos, electrones, moléculas, etc., las 
cuales obedecen, a su vez, ciertas leyes fundamentales, a saber, las de 
la mecánica cuántica y, en casos especiales, a las leyes de Newton. De 
modo que, desde el punto de vista físico, cabría preguntar qué relación 
existe entre este aspecto atomista de la materia y el aspecto macroscó- 
pico concerniente a la termodinámica. O, en otras palabras, ¿cómo 
podríamos deducir las leyes de la termodinámica a partir de una 
descripción dinámica de la materia que, desde luego, es más funda- 
mental? Este problema ha sido tratado en el campo llamado mecánica 
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estadística o termodinámica estadística y puede considerarse, hoy en 
día, que la respuesta es satisfactoria, o sea, es posible explicar las leyes de 
la termodinámica a partir de la dinámica molecular y atómica. ¿Por qué 
entonces es de interés esta ciencia si nuestro fin último es el de establecer 
leyes fisicas del universo a partir de los principios más fundamentales 
de que disponemos? Las razones principales son las siguientes: 


a) Aunque hiciésemos un análisis desde un punto de vista microsco- 
pico de un problema dado, una vez que se han obtenido ciertos 
resultados, los demás se obtienen usando los métodos de la termo- 
dinámica clásica. 

b) En muchos problemas prácticos es más importante conocer las 
relaciones que existen entre propiedades de la materia, que enten- 
der claramente el origen de estas propiedades desde un punto de 
vista molecular. Esto ocurre con mucha frecuencia en la mayor 
parte de las ciencias aplicadas. 

c) La elegancia formal que tiene la termodinámica, no la posee nin- 
guna otra rama de las ciencias naturales. En su autobiografía, 
Einstein escribió: “Una teoría es más impresionante cuanto mayor 
sea la simplicidad de sus postulados, el número de cosas que rela- 
cione y la extensión de su campo de aplicación. De aquí la impre- 
sión tan profunda que me ha causado la termodinámica. Es la única 
teoría física de contenido universal de la cual estoy convencido 
que, por lo que respecta al campo de aplicación de sus conceptos 
básicos, nunca será destituida. Por sólo estas razones, es una parte 
muy importante en la educación de un físico.” 


No trataremos la termodinámica desde un punto de vista de rigor ma- 
temático, sino de rigor lógico. De aquí que sacrificaremos el empleo de 
argumentos matemáticos complicados para presentar los conceptos 
básicos en la forma más clara posible. Esperamos que este camino se 
apegue más a la realidad física, que al fin y al cabo es lo que intentamos 
describir. También, debe comprenderse que un tratamiento lógico es 
incompatible con uno que siga el desarrollo histórico; pasaron muchos 
años antes de tener una idea unificada de la estructura de la termodiná- 
mica y esto se logró con base en continuas modificaciones y correc- 
ciones a los conceptos básicos que se introdujeron en la etapa inicial de 
su desarrollo. Así pues, conceptos tales como calor y temperatura, que 
hasta hace relativamente poco han podido formularse sobre bases ex- 
perimentales, pasaron por etapas en las cuales se les daba interpreta- 
ciones erróneas, a pesar de lo cual la teoría conducía a resultados 

. correctos. Estos datos, sin embargo, aun cuando son de gran interés 
para el historiador de la ciencia, serán excluidos de esta presentación. 
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DEFINICIONES FUNDAMENTALES 


Existen ciertos conceptos, como sistema, temperatura, equilibrio, 
etc., con los cuales suponemos que el lector está familiarizado, por lo 
menos en cuanto a su significado más elemental. Sin embargo, a fin de 
establecer una teoría fisica, conviene definir estos conceptos con el mayor 
rigor posible. 

Sistema termodinámico. Un sistema termodinámico está consti- 
tuido por alguna porción del universo físico que nosotros consideramos 
para su estudio. En el momento que hablamos de aislar una porción de 
dicho universo surge automáticamente el concepto de frontera, es decir, 
el mecanismo que lo separa del resto del universo. Esta frontera, en la 
mayoría de los casos, la constituyen las paredes del recipiente 
contenedor! del sistema (fluidos, radiación electromagnética), o bien, 
su superficie exterior (trozo de metal, gota de agua, membrana superfi- 
cial). Sin embargo, puede suceder que la frontera del sistema sea una 
superficie abstracta, representada por alguna condición matemática, 
como en una porción de masa de un fluido aislada del resto de mismo. 
Debe hacerse notar que el sistema termodinámico y sus fronteras están 
determinados solamente por el observador, esto es, en cuanto éste de- 
termina la región del universo que desea estudiar el sistema queda de- 
terminado. 

Alrededores. Una vez definido lo que es un sistema, es necesario de- 
terminar el papel que juega el resto del universo con respecto a su con- 
dición física. Es casi evidente que en cuanto un observador selecciona 
un sistema, éste será afectado por aquella parte del universo más cercana 
a él. Para hablar con más precisión diremos que la parte de dicho uni- 
verso que interaccione con el sistema constituye sus alrededores. La in- 
teracción entre el sistema y sus alrededores estará caracterizada por los 
intercambios mutuos de energía, en sus diversas formas. 

Cuando un sistema esté contenido en un recipiente que, repetimos, 
es muy común en termodinámica, el grado de interacción con sus alre- 
dedores dependerá obviamente de la naturaleza de las paredes. Por 
ejemplo, es mucho más fácil cambiar las propiedades de cierta masa de 
agua contenida en un matraz de vidrio que si se encuentra contenida 
en un frasco de Dewar, si en ambos casos ponemos al sistema 
(agua + recipiente) en contacto directo con la flama de un mechero. 
Para establecer una diferencia más precisa entre los diferentes tipos de 
paredes, vamos a definir: 


lEstas paredes pueden ser rígidas o flexibles. 
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a) Paredes aislantes son aquellas que no permiten interacción alguna 
entre el sistema y sus alrededores. Como estas paredes no permi- 
ten intercambios de energía mecánica, eléctrica, magnética, tér- 
mica, etc., pero sí gravitacionales, supondremos en general que 
los sistemas poseen dimensiones suficientemente pequeñas para 
poder despreciar los efectos de este campo. 

b) Paredes adiabáticas son aquellas que no permiten la interacción 
mediante efectos no mecánicos. Esencialmente, abusando del len- 
guaje en este momento, impiden el intercambio de calor entre el 
sistema y sus alrededores, o intercambios llamados térmicos. 

c) Paredes diatérmicas son aquellas no adiabáticas. 


Cuando un sistema se encuentra encerrado en un recipiente con pa- 
redes aislantes, adiabáticas o diatérmicas, decimos que se encuentra 
aislado, térmicamente aislado o en contacto térmico con sus alrededores, 
respectivamente. Es conveniente aclarar que una pared diatérmica 
puede o no ser impermeable a otras formas de interacciones, pero esto 
se hará notar en cada caso específico. 

Una vez discutido el problema de caracterizar un sistema y la natura- 
leza de sus fronteras, debemos establecer un lenguaje adecuado, me- 
diante el cual podamos describir la condición física del sistema y los 
cambios que resultan en ella como consecuencia de su interacción con 
los alrededores. Para ello hacemos notar que, asociado a cada sistema, 
existe un conjunto de atributos macroscópicos susceptibles de medirse 
experimentalmente, a los cuales pueden asignarse valores numéricos. 
Estos atributos tales como la presión (p), volumen (V), tensión (7), campo 
magnético (+), magnetización (4“ ), etc., los representaremos en general 
por letras mayúsculas X, Y, Z,... Debido a la naturaleza macroscópica 
de estos atributos, su definición es independiente de cualquier hipóte- 
sis acerca de la constitución atómica de la materia. Estos atributos se 
denominan variables, propiedades o coordenadas termodinámicas. 

Una vez entendido el concepto de variable termodinámica podemos 
definir la condición de equilibrio de un sistema termodinámico: 

Decimos que un sistema se encuentra en equilibrio termodinámico 
cuando los valores numéricos asignados a las variables termodinámi- 
cas que lo describen no varían con el tiempo. Ésta es una propiedad 
universal de todos los sistemas aislados, pues si un sistema se encierra 
en un recipiente con paredes aislantes,deja de interaccionar con sus 
alrededores y, por tanto, alcanza una condición que no variará con el 
tiempo. 

Es importante aclarar que esta definición no es del todo precisa, ya 
que puede dar lugar a confusiones que provienen esencialmente de dos 
fuentes: 
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a) La posible existencia de seudoequilibrios, es decir, condiciones 
del sistema que sólo en apariencia son consistentes con la defini- 
ción anterior. Tal es el caso de estados de equilibrio metaesta- 
bles que discutiremos en su oportunidad o fenómenos de estados 
estacionarios en los cuales las variables termodinámicas no cam- 
bian con el tiempo, debido a la existencia de flujos de masa y/o 
energía a través del sistema. Estos casos deben distinguirse y, en 
efecto, son fáciles de reconocer por el observador debido a los 
cambios que provocan en los alrededores. 

b) La reproducibilidad de un estado de equilibrio es importante. Un 
conjunto de variables independiente del tiempo, no es suficiente para 
garantizar que la condición del sistema que describen corresponda 
al equilibrio. En efecto, sólo si este conjunto es controlable a modo 
de poder reproducirlo en el laboratorio cuantas veces sea necesario, 
será práctico para describir dicho equilibrio. 


La termodinámica clásica sólo trata con sistemas que se encuentran 
en estado de equilibrio. Esto implica que las relaciones entre las pro- 
piedades de los sistemas y los cambios que éstas sufren debido a las in- 
teracciones con sus alrededores, se referirán exclusivamente a condi- 
ciones de equilibrio. El estudio de cómo es que un sistema alcanza el 
equilibrio, desde un punto de vista macroscópico, puede tratarse me- 
diante conceptos y métodos análogos a los que se desarrollarán aquí y 
que se conocen como termodinámica de procesos irreversibles. Sin 
embargo, no tocaremos este tema en este tratamiento. 

Hasta este momento hemos hablado de la condición de un sistema, 
implicando que conocemos algunos de los atributos macroscópicos que 
lo describen. De estos atributos, o mejor dicho, variables termodinámi- 
cas, X, Y, Z,... se encuentra experimentalmente que existe siempre un 
subconjunto tal que una vez que han sido determinados y les han sido 
asignados valores numéricos, los correspondientes valores numéricos 
de las variables restantes quedan determinados, esto es, ya no son ar- 
bitrarios. A las variables que forman este subconjunto y que son inde- 
pendientes entre sí, las llamamos grados de libertad del sistema. De- 
finimos ahora un estado termodinámico como aquella condición de 
un sistema para la cual han sido asignados valores numéricos a los grados 
de libertad. Es conveniente hacer notar a este respecto, que el experi- 
mento fija el número de grados de libertad y no la forma de selec- 
cionarlos del conjunto X, Y, Z,... Así, para una sustancia pura y homo- 
génea formada por una sola componente química, son dos los grados 
de libertad que pueden escogerse arbitraria y convenientemente del 
conjunto de variables que describan al sistema: p, V, T (temperatura), 
etc. Una buena parte de los sistemas que consideraremos aquí tendrán 
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dos grados de libertad: sólido paramagnético, membrana o alambre en 
tensión, radiación electromagnética, gases ideales e imperfectos, etc. 

Como una ayuda para comprender mejor los conceptos arriba defini- 
dos y su utilización en la descripción del comportamiento de sistemas 
termodinámicos en equilibrio, vamos a introducir un espacio de esta- 
dos macroscópicos. Este espacio abstracto estará definido por ejes de 
coordenadas, ortogonales entre sí, correspondientes a cada uno de los 
grados de libertad del sistema. En el caso más común, es decir, un sistema 
con dos grados de libertad, este espacio estará dado por un plano. Un 
punto en este espacio corresponde a una pareja de números, asignados 
a las variables independientes y, por tanto, a un estado termodinámico 
(o simplemente estado) del sistema. 

La termodinámica, recordemos, tiene como uno de sus objetivos fun- 
damentales establecer relaciones entre las variables de un sistema 
cuando éste sufre cambios de estado, en particular cambios entre estados 
de equilibrio. Si definimos un proceso como el mecanismo mediante el 
cual un sistema cambia de estado, entonces, en el contexto de un espa- 
cio de estados un proceso podrá visualizarse como una trayectoria 
entre dos puntos cualesquiera del espacio. Si, en particular, los dos 
puntos coinciden decimos que el proceso es cíclico. Al hablar de una 
trayectoria, geométricamente implicamos la existencia de una curva 
que une los dos puntos en cuestión. Si esta curva puede trazarse en el 
espacio de estados, cada punto de ella corresponde a un estado termo- 
dinámico del sistema y el proceso, en este caso, consiste de una suce- 
sión de estados de equilibrio. Este proceso, recibe el nombre de proceso 
cuasi estático. Pero puede suceder que el proceso en cuestión no tenga 
una representación geométrica en el espacio de estados, en cuyo caso 
hablamos de un proceso irreversible o no cuasi estático. En resu- 
men, un punto en el espacio de estados representa un estado y dos o 
más puntos implican cambios de estado. Si entre dos puntos trazamos 
una curva (continua en general) decimos que el cambio de estado 
ocurrió mediante un proceso cuasi estático. Si al proceso correspon- 
diente al cambio de estado entre ambos puntos no puede asociársele 
una trayectoria en el espacio de estados, decimos que dicho proceso es 
no cuasi estático o irreversible (véase la figura 1.1). 

Para terminar este capítulo, es conveniente distinguir entre dos tipos 
de variables termodinámicas. Una variable que sea independiente del 
tamaño o de la masa del sistema y se llama intensiva. Estas propiedades 
no son aditivas, es decir, si subdividimos a ven dos (o más!!) sistemas o, 
y 0, y X es una variable de o, entonces, X+*X, + X;,. Por otra parte las 
propiedades, como el volumen, el área, la carga eléctrica, etc., que sí de- 
penden del tamaño del sistema, se llaman extensivas. Obviamente, 
estas propiedades satisfacen la propiedad de ser aditivas. Por lo general, 
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es conveniente especificar el estado de un sistema en función de va- 
riables intensivas, por ejemplo, cuando se desee obtener resultados in- 
dependientes del *“tamaño” del sistema. Esto, a su vez, requiere trans- 
formar variables extensivas en intensivas. Para ello definimos valores 
específicos medios de las coordenadas extensivas como el cociente 
entre la variable en cuestión y otra variable extensiva. Esta última se 
escoge, en general, como la masa o el volumen del sistema. Por tanto, si 
Y es una variable extensiva 


y=>+ (1.1) 


es su valor específico medio y es una variable intensiva. Ejemplo, la 
densidad 


_ m 


También el valor molal medio y* de una variable extensiva Y se define 
como el cociente entre la variable y el número de moles del sistema. 

Esta definición se aplica en el caso de sistemas químicos, líquidos y 
gases. Si M es el peso molecular de una sustancia y m la masa en gramos 
de esa sustancia, el número de moles u se define como 


vr = (1.2) 
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1 gramo-mol = una masa en gramos igual al peso molecular de la 
sustancia. Entonces 


Y 


v 





y* = = M=%m (1.3) 


donde 


m 1 
tE (1.4) 


es la densidad de la sustancia en cuestión. En particular 


v* =uM= ” (1.5) 


es el llamado volumen molal y tiene las mismas dimensiones que v, por 
lo cual las cantidades molales son propiedades intensivas. 


Ley cero de la termodinámica, 
ecuación de estado y 
temperatura 


En el capítulo anterior vimos que un sistema o alcanza su estado de 
equilibrio, si se encuentra aislado de sus alrededores. Ahora nos pre- 
guntamos qué sucede cuando examinamos varios sistemas indepen- 
dientes que originalmente se encuentran aislados cada uno del otro y 
los ponemos en contacto térmico entre sí a través de paredes diatérmi- 
cas.! Como veremos, estas experiencias conducen al enunciado de la 
ley cero de la termodinámica.? 

Sean o, y d, dos sistemas termodinámicos descritos por las variables 
Xi, Y, y X;, Y,, respectivamente. Esta suposición no resta ninguna ge- 
neralidad a nuestro argumento, ya que si los sistemas son más compli- 
cados solamente hay que agregar más variables independientes para 
describirlos. Supongamos ahora que en un momento dado, tanto «, como 
0, después de haber sido aislados independientemente, alcanzan su estado 
de equilibrio. En seguida, vamos a remover una pared adiabática de 
cada recipiente que les contiene, sustituirla por una pared diatérmica y 
poner a o, y s¿en contacto térmico entre sí, observando, empero, que 
= 01 + o, es un sistema aislado. Entonces, ocurrirá una de dos cosas, o 
bien las variables de cada uno de los sistemas no cambian o bien cam- 
bian hasta alcanzar un valor independiente del tiempo, cuando valcan- 
za su estado de equilibrio. Decimos entonces que o, y od, están en 
equilibrio térmicos mutuo; esto es, si las volvemos a separar y a aislar 
independientemente, observamos que sus propiedades no cambian con 
el tiempo. Supongamos que ahora repetimos este proceso con tres sis- 
temas simultáneamente. Al final del proceso podemos decir que (0,,02), 


ISuponemos que estas paredes diatérmicas no permiten otro tipo de interacción, por 
ejemplo: mecánica, eléctrica, magnética, etc. 

2Véase J. S. Thomsen, Am. Jour. of Phys., 30, 294, 1962. 

¿Debido a que hemos supuesto que las paredes diatérmicas satisfacen la condición 
impuesta en la nota!, el equilibrio térmico es en este caso sinónimo de equilibrio termo- 
dinámico. 
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(07, 03) y (03, 0,) están en equilibrio entre sí. O también, si en el primer 
proceso, después de obtener a o, y a o, en equilibrio uno con el otro, 
tomamos un tercer sistema oz originalmente aislado y en estado de 
equilibrio y encontramos que al ponerlo en contacto térmico con o, el 
sistema 0, + 0, no cambia, entonces inferimos que o, y oz están en 
equilibrio y por lo tanto también lo estarán o, y o,. Estas experiencias 
pueden resumirse en una ley llamada la ley cero de la termodinámica 
por R. H. Fowler, a saber: 


“Si de tres sistemas A, B y C, A y B se encuentran, separadamente, en 
equilibrio con C, entonces A y B se encuentran en equilibrio uno con el otro.” 


Recíiprocamente. 


“Si tres o más cuerpos se encuentran en contacto térmico, uno a uno, por me- 
dio de paredes diatérmicas y se encuentran en equilibrio todos juntos, enton- 
ces dos cualesquiera tomados separadamente se encuentran en equilibrio 
uno con el otro.” 


Cabe hacer notar que esta ley no es más que una formalización del 
concepto ordinario de grado relativo de calentamiento entre dos cuerpos. 
Dicha ley refleja, implícitamente, un atributo que permite diferenciar 
los cuerpos entre sí con respecto a este grado de calentamiento. Este 
atributo, como veremos, es una propiedad del sistema que identificaremos 
con su temperatura. 

Ahora bien, volvamos al caso inicial de considerar dos sistemas 0, y 0, 
en equilibrio mutuo. De manera experimental se encuentra que, de las 
cuatro variables X,, Y,, X,, Y, necesarias para describir un estado de 
equilibrio de y = o, + 0, sólo tres son independientes. 


EJEMPLO. Tomemos dos gases cualesquiera encerrados en sendos re- 
cipientes cuyos volúmenes son V, y V,. Las presiones son p, y p,, res- 
pectivamente. Supongamos que los recipientes tienen paredes adiabá- 
ticas que garantizan el que cada gas se encuentre en equilibrio. Si 
quitamos el aislante de una pared en cada recipiente y los ponemos en 
contacto por medio de una pared diatérmica, observaremos que las pre- 
siones varían hasta alcanzar un nuevo valor, por ejemplo, p', y p”;,. En 
este nuevo estado de equilibrio común, dados V, y V, que son fijos, sólo 
una de las dos presiones puede fijarse arbitrariamente; la otra queda 
determinada por la condición de equilibrio entre los dos gases. 

Matemáticamente, 0=0,+o0, está en equilibrio si y sólo si existe una 
relación 


(Xp Xa Y, Y) =0 (2.1) 
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donde la forma analítica de la función fdepende de la naturaleza del sis- 
tema considerado. 

Vamos ahora a especificar los sistemas que utilizaremos en nuestro 
experimento, sólo por conveniencia. Sean tres fluidos A, B y C descritos 
respectivamente por las variables termodinámicas (pa, Va); (Ps, Va); (Dc, 
Vo), los sistemas por considerar. De acuerdo con la ecuación (2.1), para 
que A y C estén en equilibrio debe existir una función f, tal que 


Í, (Da, Po, Va Vo) =0 (2.2) 
o bien 
Pc= 91 (Da Va, Ve) (2.3) 


donde g, también es una función que depende de la naturaleza de los 
fluidos. 

Análogamente, para que B y C estén en equilibrio deberá existir una 
función f, tal que 


f (Pa, Po, Va, V)]=0 (2.4) 


Pc = 92 (Pa, Va, Vo). (2.5) 


Entonces, la condición de que, por separado, los fluidos A y C así como 
B y C estén en equilibrio mutuo puede expresarse, de acuerdo con las 
ecuaciones (2.3) y (2.5), por la condición 


91 (Pa, Va Vo = 92 (Pa, Va Vo (2.6) 


Según la ley cero, esto implica que A y B se encuentran, también en 
equilibrio. A su vez, esta condición, de acuerdo con la ecuación (2.1), 
puede expresarse por la existencia de una función f;, tal que 


f; (Pa, Va, Pa» Vs) = O. (2.7) 


Entonces, las ecuaciones (2.6) y (2.7) no son más que expresiones di- 
ferentes de una misma situación física y, por tanto, deben ser equiva- 
lentes entre sí. Esto, a su vez, exige que las funciones 9, y g, sean de na- 
turaleza tal que permitan la eliminación de la variable V., la cual de 
hecho no aparece en la ecuación (2.7). Una posibilidad, que puede de- 
mostrarse es única, es 
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9: = 0: (DP, VINVJ+E(V) i= 1,j= A 
t=.2,j= B 


Una vez canceladas las partes que contienen a V¿ podemos escribir (2.6) 
como 


PilPa, Va) = PAÁDa, Va). 


Mediante una repetición trivial del argumento tenemos, entonces, que 
PilPa, Va) = PAÁDPa, Va) = PalDo, Vo (2.8) 


y así sucesivamente para cualquier número de fluidos que se en- 
cuentren en equilibrio mutuo. La ecuación (2.8) establece, pues, la exis- 
tencia de una función de p y de V para cada fluido, tal que su valor nu- 
mérico es el mismo para los tres. 

Es importante subrayar que la forma analítica de la función $ depende 
de la naturaleza del sistema y, fenomenológicamente, sólo puede obte- 
nerse a partir del experimento. Este resultado puede expresarse conci- 
samente en el siguiente: 


LEMA. Para todo fluido es posible encontrar una función ¿(p, V) de sus 
coordenadas independientes (claramente, una diferente función para 
cada fluido) que tiene la propiedad de que el valor numérico de q es el 
mismo para todos aquellos fluidos en equilibrio uno con otro. A este valor 
numérico le llamaremos 0 la temperatura empírica y a la ecuación 


plp, V) = 0 (2.9) 


la llamaremos ecuación de estado del fluido. 
La ecuación 


p(p, V) = const. (2.9a) 


que es independiente de la escala particular adoptada para medir 0, de- 
fine una curva en el espacio de estados p, V llamada isoterma para el 
sistema en cuestión. 

Hemos demostrado, mediante la ley cero, que existe una variable ter- 
modinámica del fluido, la temperatura, que tiene la propiedad de tomar 
el mismo valor para fluidos en equilibrio entre sí. Como 09 está 
uníivocamente determinada por p y V es posible considerar al fluido 
como descrito por dos cualesquiera de las variables p, V y 0. 
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Es conveniente ahora, para tener un concepto más claro de la tempe- 
ratura empírica, establecer su existencia en una forma más opera- 
cional. Consideremos, de nuevo, a dos sistemas o, y o, descritos por las 
parejas de variables independientes (X,, Y) y (X,, Y2), respectivamente. 
El experimento establece que para un estado de 0,, digamos, el especifi- 
cado por las variables X',, Y”, existe una infinidad de estados de o,, di- 
gamos (X”», Y '2), (X”z, Y ”,),..., tales que se encuentran en equilibrio con 
(X”,, Y ',) y, por tanto, en equilibrio entre sí. Asimismo, para el estado 
(X”,, Y” 2) de o, existen (X',, Y”) y una infinidad más de estados de o, 
que se encuentran en equilibrio con él y, por lo tanto, entre sí. Enton- 
ces, todos los estados de los sistemas o, y o, contenidos en los conjuntos 
antes mencionados tienen la propiedad de encontrarse en equilibrio 
entre sí. Si graficamos estos estados en los espacios de estados (X, Y) 
para o, y dv, Observamos que se obtienen dos curvas continuas en algu- 
nas de sus porciones, ya que conectan estados de equilibrio, y que 
tienen la propiedad de que para cada sistema representan todos 
aquellos estados del sistema que se encuentran en equilibrio mutuo, y 
para los dos sistemas representan estados de ambos, en equilibrio alterno. 
A las primeras se les llama, como ya se dijo, isotermas y a las segundas, 
cuando corresponden a sistemas diferentes, isotermas correspon- 
dientes (fig. 2.1). 

Ahora bien, dos isotermas correspondientes implican que cada estado 
de un sistema tiene una característica en común con el otro, es decir, 





Xx 
l e l' son isotermas 
correspondientes 
Isoterma 
Y 
a) b) 


Figura 2.1 
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que se encuentran en equilibrio. Entonces, si parametrizamos estas iso- 
termas por un número arbitrario 0, se sigue que 


$ (X.Y) = dAX», Y) = 0 


donde la forma analítica de f,, $, depende de la naturaleza de los sistemas 
01 y 0, respectivamente. La ecuación (2.8) puede ahora establecerse para 
n sistemas por un proceso similar al descrito. Entonces, las dos formas 
que hemos considerado para obtener el lema anterior, son equivalentes 
entre si. 

La discusión anterior nos permite identificar las isotermas de diferentes 
sistemas asignando a cada una un número real. 

Si la ecuación de estado de un sistema evaluada para un estado 
descrito por las variables X y Y produce un valor numérico 6, entonces, 
dicho estado del sistema se encuentra en equilibrio con todos aquellos 
estados correspondientes al de la isoterma caracterizada por dicho valor 
de 0. 

DEFINICIÓN. La temperatura empírica es aquella variable cuyo valor 
numérico establece cuándo dos o más sistemas, en contacto térmico 
entre sí, se encuentran o no en equilibrio. 

Ahora, tenemos que ponernos de acuerdo en la forma de establecer 
una escala para determinar estas temperaturas. Hasta este instante hemos 
establecido una correspondencia entre el conjunto de las isotermas y el 
conjunto de los números reales. Pero, para que esta correspondencia 
tenga un sentido práctico deberemos escoger una sucesión cualquiera 
de números reales. Para ello primero vamos a elegir un sistema o ar- 
bitrario, descrito por coordenadas X y Y, como un sistema estándar al 
que llamaremos termómetro. Ahora bien, la idea de medir temperaturas 
está basada en el cambio de las propiedades fisicas del termómetro cuando 
entra en contacto térmico con otros sistemas. Es entonces conveniente, 
por razones puramente de simplicidad, escoger como termómetros 
aquellos sistemas en que una propiedad varíe y la otra permanezca 
constante. A la propiedad variable se le llama propiedad termométrica. 

Si designamos con X la propiedad termométrica y hacemos Y = 
const. (fig. 2.2a), la forma de 9 como función de X está determinada por 
la naturaleza misma del termómetro, ya que para cada isoterma 


0, = 0(Y,X;) (2.10) 


segun la ecuación de estado. 

Antes de continuar con la determinación de las escalas termométri- 
cas es conveniente aclarar que la ecuación de estado (2.9) queda deter- 
minada una vez que nosotros escogemos una escala determinada para 
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Figura 2.2 


6. Esto, sin embargo, no implica que no podamos estudiar la relación 
experimental entre p y V de acuerdo con la ecuación (2.9a). Para ello 
basta tomar un sistema (otro fluido) y fijar los valores de p y V. En se- 
guida podemos determinar las parejas de valores de las variables p y V 
que para otro fluido no afectan los valores de dichas variables en el sis- 
tema (fluido) de referencia. Éstos determinan la isoterma del segundo 
fluido con respecto al estado seleccionado del fluido de referencia. 

Para fijar una escala termométrica, suponemos que nuestro termó- 
metro posee una propiedad termométrica que se comporta de manera 
tal que la temperatura resultante sea una función razonablemente 
simple. Esto, según lo expresa la ecuación (2.10), permite enumerar las 
isotermas del termómetro. La forma un tanto arbitraria que permite esta 
enumeración es la responsable de llamar a 0 una temperatura empírica. 
Sin embargo, una vez realizada esta numeración, por consistencia, todas 
las isotermas de los sistemas en equilibrio con el termómetro deberán 
tener la misma 0. 

De acuerdo con estos argumentos, es conveniente escoger como ter- 
mómetros a aquellos sistemas cuya relación, expresada por la ecuación 
(2.10) entre 0 y X, sea la más sencilla posible, esto es, sea una relación lineal. 
Entonces 


0 = ax; Y = const. (2.11) 


donde a es una constante por determinar (fig. 2.2b). 
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Debe hacerse notar que la escala definida por la ecuación (2.11) implica 
que a iguales diferencias en la temperatura corresponden cambios 
iguales en X. También 


ax) _X, 
0(X,) : X, 








es decir, el cociente de dos temperaturas medidas con el mismo termó- 
metro es igual al cociente de las correspondientes variables termo- 
métricas. 

Para determinar la constante a se procede como en toda medición, fi- 
jando de manera arbitraria un estado estándar fácilmente reproducible 
e invariante; esto es, lo que en termometría se conoce como un punto 
fijo. Para este punto, el valor de 0 se fija arbitrariamente. Como resultado 
de la larga experiencia en termometría, el punto fijo se toma como el 
punto triple del agua, es decir, aquel en que coexisten en equilibrio las 
tres fases, líquida, sólida y gaseosa, a presión de 4.58 mm de Hg. Para 
este punto, 6=273.16K en la llamada escala Kelvin. Entonces 


da 273.16 
«> 
y por tanto 
0 = 273.16 (2.12) 


donde X, es el valor numérico de la propiedad termométrica X cuando 
el termómetro se encuentra en contacto térmico y en equilibrio con 
agua en su punto triple. 

Aun cuando en la práctica existen cinco tipos de termómetros, a saber: 


TIPOS BÁSICOS DE TERMÓMETROS 


Sistema Variable fija Propiedad termométrica 

Líquido en vidrio presión p longitud de la columna L 
ó(p.L) = 0 

Alambre de Pt tensión T resistencia eléctrica R 

Termopar (par de alambres tensión T fuerza electromotriz € 

diferentes con dos juntas) 

Gas en bulbo presión p volumen V 

Gas en bulbo volumen V presión p 


para los cuales la relación (2.11) es buena, las variaciones que se obser- 
van en las lecturas de ellos cuando se mide la temperatura de un sistema 
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dado, son tan grandes que se ha acordado usar solamente termómetros 
de gas a volumen constante (X = p) para determinar o calibrar otros 
aparatos. 

La razón para escoger los termómetros de gas como los estándar no 
es de orden práctico. 

Puesto que no conocemos la forma analítica de la ecuación de estado, 
hemos propuesto 6 = aX como la función termométrica que determina 
la temperatura. Ahora bien, se encuentra experimentalmente que de 
los cinco termómetros propuestos, el de gas, para diversos gases, da lugar 
a menores variaciones en las lecturas; esto es, los gases se ajustan mejor 
a esta ecuación de estado que los otros. Los gases que se usan, por ser 
los más adecuados, son el H, y el He. Sin embargo, la escala que se ob- 
tiene con estos termómetros presenta aún inconvenientes graves como 
el de depender de las propiedades mismas del gas y de ser aplicable so- 
lamente en el intervalo donde las propiedades del gas sean constantes. 
Por tal causa, es conveniente definir una escala que, si no es indepen- 
diente de las propiedades de la materia, lo sea al menos de las propieda- 
des de un gas en particular y sólo dependa de las propiedades generales 
de los gases, independientemente de la naturaleza misma de cada uno 
de ellos. Esta escala se obtiene en forma simple aplicando sucesivamente 
la ecuación (2.12) a volúmenes cada vez menores de un gas para que la 
presión medida en el punto triple, p,, vaya disminuyendo sensiblemente. 
Al extrapolar después los resultados hasta que p,—>0, se obtiene que 





0(p) = lim 273.16 Y (2.13) 
pr>0 p 


t 


donde 0(p) es independiente de la naturaleza de cada gas individual- 
mente y la escala correspondiente se llama escala con respecto al gas 
ideal. Este resultado se obtiene cuando se grafica p, contra p/p, y se 
extrapola la curva hasta p, = O. Todas las curvas para gases diferentes 
se intersecan en un mismo punto del eje vertical y la temperatura que 
se obtiene es la temperatura con respecto al gas ideal (fig. 2.3). 

La figura 2.3 es un ejemplo de la escala con respecto al gas ideal, y 
muestra que la temperatura del agua en su punto de ebullición es de 
373.15%K. 


0(p) = 373.15%K. 


También es necesario hacer notar que no toda determinación de una 
temperatura se lleva a cabo a través de (2.13), pues resulta demasiado 
engorroso. Lo que se hace es utilizar la escala para determinar un nú- 
mero reducido de puntos fijos secundarios con respecto a los cuales se 
pueden calibrar otros termómetros de uso más práctico. 
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p/p, 


373.15 





100 mm Hg 


Figura 2.3 


Tales puntos están descritos en la llamada Escala Internacional de 
Temperaturas.* 
Por último, cabe hacer notar que hasta este punto carece de sentido 
hablar de una temperatura de 9 = O“K, ya que para ello tendríamos que 
conocer las propiedades de la materia a X = O, o dicho de otra manera 


0(p) = lim 273.16 se indeterminación. 
P1>0 t 


La escala absoluta de temperaturas, esto es, una escala libre de las pro- 
piedades de la materia, se definirá hasta el capítulo 7, mediante la se- 
gunda ley, y entonces el concepto del cero absoluto aparecerá en una 
forma más clara. Lo que sí puede anticiparse es que ambas escalas, la 
universal y la del gas ideal, coinciden numéricamente en todo intervalo 
donde es aplicable la última. 

Para terminar este capítulo vamos a definir las escalas de Celsius y 
Fahrenheit en términos de la escala Kelvin. Para la primera, si designamos 
la temperatura por t 


t=0-— 273.15 (*C). (2.14) 


%Véase, por ejemplo, el texto Heat and .Thermodynamic de M. W. Zemansky y R.D. 
Dittman, McGraw Hill Publ. Co., Nueva York, 7a. ed., 1981. 


entonces 
t, = 0.01%C 
t,., HO = 100%C. 
Para la escala Fahrenheit 


4 oF) = Ht(9C) +32 


to.congsrizO = 322F 
to... H70 = 212F 
según la ecuación (2.15) 


t(9C) = EJt(9F)—32] 


que son relaciones bien conocidas. 
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(2.15) 


(2.16) 


Ecuación de estado 


En el capítulo anterior vimos que un sistema termodinámico, cuyo 
estado puede describirse mediante dos variables independientes X, Y, 
satisface una ecuación que define su temperatura empírica, a saber 


0 = AX, Y (3.1) 


que es la llamada ecuación de estado del sistema. Es claro, que si el 
estado del sistema requiere de n variables independientes para su 
descripción, esta ecuación toma la forma 


0 =ÁAX,...X,) (3.2) 


En ambos casos, la forma analítica de la función depende de la sus- 
tancia en cuestión y, además, su deducción es claramente dependiente 
de un modelo molecular de la materia. En efecto, solamente formulando 
hipótesis sobre la naturaleza de las fuerzas intermoleculares y la 
estructura de las moléculas que forman un gas, podemos calcular la 
presión que éstas ejercen sobre las paredes del recipiente que las con- 
tiene. Pero termodinámicamente, la presión es una variable macroscó- 
pica cuyo valor se obtiene a través del experimento; luego, no podemos 
pretender conocer cuál es la forma analítica de la ecuación que la rela- 
ciona con las otras variables del sistema. Hay que tener presente que la 
existencia de una ecuación de estado es una consecuencia de la ley cero, 
pero su forma analítica es consecuencia de un modelo microscópico o 
del experimento.* : 

Sin embargo, podemos obtener mucha información acerca de las pro- 
piedades de un sistema a partir de la existencia de su ecuación de estado. 
En efecto, consideremos un sistema cuyos estados de equilibrio están 
descritos por una pareja de variables X y Y. El análisis es fácilmente ge- 
neralizable para el caso de n variables independientes. Para los estados 
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de equilibrio de dicho sistema existe una ecuación de estado que en forma 
general podemos escribir como 


fX,Y,0) = 0 (3.3) 


cuya existencia, repetimos, es una consecuencia de la ley cero. 
Podemos ahora escribir la ecuación (3.3) como 


X = X(Y,0). (3.4) 


Consideremos un proceso cuasi estático mediante el cual variamos X 
por una cantidad dX tal que |[dX| < |X| , pero lo suficientemente 
grande para que su valor numérico no sea afectado por la influencia de 
unas cuantas moléculas. Es necesario hacer hincapié en que el proceso 
en cuestión sea cuasi estático, ya que sólo entonces todos los estados 
intermedios son estados de equilibrio y para cada uno existe una 
ecuación de estado. Matemáticamente, podemos describir este cambio 
calculando la diferencial total de X, puesto que la función es continua en 
todo el intervalo (X, X+ dX). Bajo estas condiciones 


oX oX 


Esta ecuación describe el cambio en X cuando las variables indepen- 
dientes Y y 0 sufren un incremento dY y d6, respectivamente, siguiendo 
un proceso cuasi estático. Análogamente, existen dos ecuaciones, una 
para Y y otra para 6, que se obtienen en igual forma considerando a X, 0 
y a Y, X, respectivamente, como variables independientes. Estas 
ecuaciones son: 


oY oY 

dY = (7) A dX + E. do, (3.5b) 
00 00 

dó = El] dY + (25) A dX. (3.5c) 


El punto fundamental de esta discusión es que a partir de estas tres 
ecuaciones podemos calcular todas las propiedades del sistema termo- 
dinámico, sin conocer la forma analítica de la ecuación de estado. Dicho 
de otra forma, las ecuaciones (3.5a), (b) y (c) contienen exactamente la 
misma información que la ecuación de estado, siempre y cuando dis- 
pongamos de mediciones experimentales de dos de los seis coeficientes 
que aparecen en dichas ecuaciones. 

Para aclarar esto, demostremos primero que de los seis coeficientes 
que aparecen en estas ecuaciones, solamente dos son independientes. 
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En efecto, sean X y 0 las variables independientes, entonces de (3.5a) y 


(3.5b) obtenemos 
IX Y IX dY IX 
[37 (2, (37, (20), Ju os 


En particular, podemos hacer d0 = O. Como necesariamente dX + O 


(57, = 2) (3.7) 


0 


Por otra parte, si dX = O, d6 + O obtenemos la llamada relación cíclica 


XxX oY 090 
(25). (57). Le), AL di 


Las tres ecuaciones (3.7)! y (3.8) muestran, pues, que basta con conocer 
dos de los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (3.5) para que los 
cuatro restantes queden bien definidos. Por integración gráfica o numé- 
rica pueden entonces conocerse las diferentes propiedades del sistema, 
a saber, cómo varía una de las variables cuando las dos restantes, to- 
madas como variables independientes, sufren cambios a lo largo de tra- 
yectorias cuasi estáticas. Cuáles coeficientes deberán escogerse como 
independientes, dependerá, evidentemente, del sistema en particular 
que se considere y de la facilidad con que puedan medirse experimen- 
talmente. 

Como ejemplo, consideremos un fluido donde X = p la presión 
hidrostática y Y = V el volumen que ocupa el fluido. Para este caso, los 
dos coeficientes diferenciales que con mayor precisión se pueden medir 
experimentalmente, son el coeficiente de dilatación o expansión volu- 


métrica 

0 + (3) a 
y la compresibilidad isotérmica 

(e), 030 


1 Hay una ecuación para cada pareja de variables independientes. 
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donde x es siempre positiva. Si escribimos ahora (3.5) utilizando las 
ecuaciones (3.9) y (3.10) obtenemos que 


” 1 L£ 
dp = — V dV + y (3.11a) 
dV =-— xVdp + BVdo (3.11b) 
1 K 
donde 
PY Z_[¿P][IV] 28 
(25) = (47) 39 ) =x ie 


Es necesario hacer notar que, en general, 6 = 6 (0,V) y x = x(p,0), 
luego, en las ecuaciones (3.11), las integraciones pueden resultar más 
complicadas de lo que a primera vista aparentan. 

A modo de ilustración supongamos que queremos determinar el 
cambio en la temperatura de un gas cuando el volumen aumenta de V, 
a V, y la presión disminuye de p, a p, Entonces 


0% Y1IdV (2 x 
eel il E 
f: Il B V f B up 


ñ 


donde £ y x deben conocerse como funciones de V y 0 y p y 0, respectiva- 
mente, en los intervalos de variación de estas cantidades. Si estos inter- 
valos no son muy grandes y las variaciones de f£ y p son pequeñas, se 
pueden sustituir por sus valores medios y obtener de este modo 


0, —8, = in A E 


donde $ y x son los valores promedio del coeficiente de dilatación y de 
comprensibilidad isotérmica del fluido, respectivamente. 

Para terminar con esta sección, es conveniente primero poner énfasis 
en el hecho de que las tres ecuaciones (3.11) son equivalentes entre sí, 
la misma información contenida en una de ellas aparece en las otras 
dos. Segundo, no importa qué tan complicada sea la integración de estas 
ecuaciones, de ellas podemos sacar toda la información contenida en 
la ecuación de estado. Lo único adicional que requerimos es la determi- 
nación experimental de dos coeficientes en las ecuaciones (3.5). Tercero, 
este mismo procedimiento podría repetirse, a costa de una considerable 
complicación en el álgebra involucrada, para sistemas cuyos estados 
sean descriptibles por n variables independientes (n=3). Sin embargo, 





(P, —P:) (3.13) 
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esperamos que el lector esté convencido de que dicho procedimiento 
permanece sin alterarse, no importa cuán complicada sea el álgebra in- 
volucrada en el problema. 

Finalmente, no es admisible cualquier valor para los coeficientes dife- 
renciales. Sus formas deben ser tales que la diferencial de la variable 
dependiente sea exacta, esto es, integrable sobre cualquier trayectoria 
en el espacio de estados tal que el valor de la variable en los estados 
extremos de dicha trayectoria no dependa de ésta (véanse problema 3.3 
y págs. 49-51, cap. 4). 

Como un ejemplo de una sustancia cuya ecuación de estado puede 
obtenerse experimentalmente, consideremos el gas ideal. Suponga- 
mos que para varios gases CO,, H,, N,, O,, Br, NH,, etc., efectuamos una 
serie de mediciones de p y vu* a diferentes temperaturas y graficamos 
los resultados en un diagrama donde pu*/0 es el eje de las ordenadas y p 
el de las abscisas. Los resultados que se encuentran son: 


a) Todas las isotermas correspondientes intersecan el eje de las orde- 
nadas en el mismo punto, independientemente de la naturaleza 
del gas. 

b) Diferentes isotermas correspondientes intersecan el eje de las or- 
denadas en el mismo punto referido en (a). 


De aquí concluimos que todo gas real, independientemente de su na- 
turaleza y su temperatura, tiende a obedecer a presiones muy bajas 
una relación universal para todos los gases. Si llamamos % al punto de 
intersección común mencionado en (a) y (b), entonces, para todo gas real 


ss * 
lim PC 2 (3.14) 


pro 0 


donde % es la llamada constante universal de los gases. Definiremos 
entonces gas ideal como aquel que satisface la ecuación de estado 


put = RO (3.15) 


para cualquier intervalo de temperatura y presión. 
Las unidades de % en el sistema mks son 


newton mi 





lpllo*] — m2?  kgmol 
(As AA 
newton m 


= joule/kg mol *K 


Su valor numérico es 


KR = 8.3149 x 10? joules/kg mol*K. 
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Es conveniente expresar la ecuación (3.15) en sus diversas formas. 


En efecto, usando la ecuación (1.3) 
pV=vwR0 
y de acuerdo con la ecuación (1.2) 
pV=mR0 
donde 


R 
R=x3 


es la llamada constante del gas en cuestión. También 


Pp =0RO0. 


Para un gas ideal 


(3.16) 


(3.17) 


(3.17a) 


(3.18) 


(3.19a) 


(3.19b) 


Las ecuaciones (3.11) para un gas ideal toman una forma muy sen- 


cilla. Por ejemplo 
a P 
dp = y AV +5 d6 


dp dv do 


po Vs 
0 
Inp = —In V + 1n0 =Inz 


. pV = const. 0 
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que es de la forma (3.16). Esta integración sencilla, ilustra, pues, la 
equivalencia entre las ecuaciones (3.11) y el conocimiento de la forma 
analítica de la ecuación de estado. 

Otro ejemplo lo constituye un sólido dieléctrico para el cual 


09 Y 0 06 pe 
06 ) =an+b E) ), = ad + DY is 


donde Yes la polarización; €'el campo eléctrico que se supone paralelo 
a 4, y a y b dos constantes características del sólido en cuestión. Si se 
quiere calcular 6 = ¿(4,0), de la ecuación (3.5 b) tenemos que 

0 bg 


de = a + b de + (ad + b)? ca 


e 
Sl 00 +b 


lo cual comprueba que dé es una diferencial exacta. Al integrar haciendo 
notar que si 6 = O, 4 = O, obtenemos 


= —_———— (3.21) 


que es la ecuación de estado para el sólido dieléctrico. Más adelante ve- 
remos que el sólido es además ideal. 


PROBLEMAS 


3.1. Un alambre sujeto a una tensión Zcon una longitud L obedece una ecua- 
ción de estado Y = k(L — L.), donde k es una constante y L, es la longitud 
normal del alambre. Si definimos 


el coeficiente de dilatación y Y = (L/A) (9 F/9L), el módulo de Young, 
expresar L como función de Y y 0 y calcular las formas diferenciales para 
este sistema análogas a las ecuaciones (3.11) en función de a y Y. Discú- 
tanse también estos mismos resultados si k es una función de 0. 


3.2. Experimentalmente se encuentra que para un gas, 


B= RV? (V— vb) Ñ V? (V — vb)? 
TT "RTVW—2anV—wvby> ** ¿RTV— 2avAV— vb)? 





donde a y b son constantes y el gas se comporta como un gas ideal para 
valores grandes de T y V. Encontrar la ecuación de estado del gas. 
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3.3. Demuéstrese que 





_0p_ __[_9x 
0p Jo — 00 ), 
¿qué significado tiene esta igualdad? 


3.4. Dedúzcanse los análogos eléctrico y magnético de la igualdad expresada 
en el problema anterior y dese el significado fisico de los resultados. 


3.5. ¿Tiene sentido afirmar que para un fluido 
p=pie* y  x(0)=glpe” 


donde g(p) es una función indeterminada de la presión? 


al 


El concepto de trabajo en 
termodinámica 


En este capítulo discutiremos el concepto de trabajo en la termodinámica. 
Aunque su significado físico es análogo al encontrado en otros campos 
de la fisica, como la mecánica y la electricidad, la forma en que se define 
requiere de una explicación detallada. El trabajo termodinámico juega 
un papel relevante en la postulación de la primera ley de la termodiná- 
mica, tema que trataremos en el capítulo 5. 

Trabajo. Puesto que el sentido que se le da al trabajo en termodinámica 
no es más que una extensión de su significado en la mecánica clásica, 
conviene repasar someramente este último. 

Si OP representa el vector de posición de un punto masa a un tiempo 
dado t, el cual se mueve siguiendo una trayectoria S en el espacio, y F 
es una fuerza que actúa a lo largo del desplazamiento dr de la partícula, 
entonces, se define el trabajo realizado por dicha fuerza sobre la 
partícula como 


d'W = F+» dr (4.1) 


y este trabajo está definido con respecto a un observador colocado en 
un sistema de referencia con origen en O (en general tomaremos este 
sistema de referencia como un sistema inercial). Si F actúa a lo largo de una 
porción finita de la trayectoria, o si queremos conocer el trabajo realiza- 
do por la fuerza en dicha porción finita, podemos subdividir la porción 
de la curva en cuestión en elementos vectoriales dr,, dr,, dr,,..., 
y calcular F«dr,, F+dr,, F»dr,,... donde F,, F,,... son los valores de F, 
que en general es función de x,, y,, z, en los diferentes segmentos dr,, 
dr,, dr,,... Entonces 


n 2 
lim Y Far, =| F.dr = W (4.2) 
i 1 


n>+00 
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(2, ya, 22) 





Figura 4.1 


es el trabajo total ejecutado por la fuerza F entre los puntos 1 y 2 de la 
trayectoria S, y a la integral Ñ F+dr se le llama integral de la línea de 


F a lo largo de la curva S entre los puntos 1 y 2. Recordemos también 
que la velocidad instantánea de la partícula en un punto cualquiera de 
S está definida por 











dr 
ó (4.3) 
Entonces 
$ ” dr _ 2 dir dr 
ún f Ro E j dd f: aa 
puesto que 
d?r 
F = m— (4.4) 


siendo t, y t,los instantes de tiempo en que la partícula se encuentra en 
1 y 2 respectivamente. Pero, de la identidad 


1d /fdY?_ Rr_ dr 
2 dt dt = dt dt 
obtenemos 


“2 
mb j A ná =- TU ($- yv. (4.50) 
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Todavía mas, de la ecuación (4.5a) podemos obtener el bien conocido 
teorema de la conservación de la energía de la partícula si suponemos 
que la fuerza F tiene una componente conservativa F. tal que 


Y 
| F.-dr = —9, + 9, 
1 


donde 0 (r) es la energía potencial de la partícula en el punto r =(x, y, Z). 
En este caso, si llamamos W. al trabajo efectuado por la parte no con- 
servativa de F obtenemos que 


wW. = E,— E, (4.5b) 


donde E = T + des la energía mecánica total. Así, llegamos al resultado 
medular para esta discusión: la energía total (cinética + potencial) de 
una partícula cambia de valor cuando actúa sobre ella una fuerza externa 
no conservativa. 

En el caso de un sistema termodinámico, que por su naturaleza con- 
siste de millones y millones de partículas, la energía total será la suma 
de todas las energías cinéticas, más la suma de las energías potenciales. 
Estas últimas provienen de las fuerzas internas (fuerzas intermoleculares) 
que pueden suponerse conservativas. Entonces, si aplicamos el resultado 
(4.5b) a esta situación concluimos que para variar la energía del sistema 
es necesario que sobre él actúe una fuerza externa y se realice cierta 
cantidad de trabajo. Sin embargo, este argumento, aunque plausible, 
es inútil ya que desde el punto de vista de la termodinámica, ajena a la 
constitución atómica de la materia, solamente percibimos al sistema 
como una caja negra y requerimos de una determinación experimental 
de su energía; es decir, no conocida ésta, es imposible utilizar (4.5b) para 
calcular el trabajo realizado por alguna fuerza externa no conservativa. 

A fin de apreciar más objetivamente el papel del trabajo en la termo- 
dinámica, presentaremos a continuación el concepto de restricción, 
que está implícito en los capítulos anteriores, pero que será de mucha 
utilidad en el desarrollo de otros capítulos. 

La definición de un sistema termodinámico está íntimamente aso- 
ciada al concepto de restricción, pues mediante el número de restric- 
ciones se reconoce al sistema en cuestión. Las restricciones geométricas 
limitan su extensión, volumen, área o longitud; las adiabáticas limitan 
el grado de interacción térmica con los alrededores; las mecánicas 
describen su grado de interacción mecánica con los alrededores a tra- 
vés de variables tales como la presión, el campo eléctrico, la tensión su- 
perficial, etc. Lo importante es señalar que el número de restricciones 
caracteriza totalmente al sistema y define un número igual de grados 
de libertad, es decir, de variables independientes. 
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Figura 4.2 


Por ejemplo, en la figura 4.2 tenemos dos gases, iguales o diferentes, 
separados por una pared diatérmica rígida y encerrados en un recipiente 
forrado con paredes adiabáticas. La pared diatérmica está fija por medio 
de un cerrojo C, de manera que p, + p,. El número de restricciones es 
de tres: la pared aislante que impide el intercambio de energía con los 
alrededores; el volumen de la caja V = V, + V, = const., y el cerrojo que 
implica la existencia de una diferencia de presiones. Por lo tanto hay 
tres grados de libertad y podemos elegir tres variables independientes, 
por ejemplo, p,, V, y P» 0 P,, P» y Va, etc., para describir al sistema. 

En la figura 4.3 tenemos un recipiente formado de paredes diatérmi- 
cas y, por lo tanto, en equilibrio térmico con el medio ambiente a una 
cierta temperatura 6. Este recipiente está dividido por una membrana 
impermeable que separa dos soluciones: una de azúcar en agua y otra 
de agua pura. Si la concentración de azúcar en agua es de C,, podemos 
pensar que en el agua pura C, = O. Como se sabe experimentalmente, 
el sistema alcanza su estado de equilibrio cuando a través de la mem- 
brana se establece una diferencia de presiones p, — py = IT, llamada 
presión osmótica. El sistema tiene cuatro restricciones: una térmica 
que implica que 06 = const.; una geométrica que indica que el volumen 
total es constante, y dos que podemos llamar “químicas” provistas a 
través de la membrana y que restringen C, al valor cero y p, + p,. Asi- 
mismo hay cuatro grados de libertad y cuatro variables independientes 
que pueden elegirse del conjunto C,, Cz, V, p,, p», 6, etc. 

Estos ejemplos muestran que hay una correspondencia biunivoca 
entre el número de restricciones y el número de grados de libertad. El 
siguiente paso es mostrar que si removemos una restricción de un sistema 
dado se induce un cambio de estado, esto es, un proceso que al finalizar 
deja al sistema en un estado de equilibrio en el que el número de grados 
de libertad disminuyó; es decir, hay una variable independiente menos 
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9 = const. 


Figura 4.3 


debido a que el sistema está menos restringido. Además, durante el 
proceso, que llamaremos proceso inducido, el sistema realiza una 
cantidad de trabajo que puede ser aprovechable para algún fin útil. 
Ahora bien, si queremos restaurar la restricción removida, agregar un 
nuevo grado de libertad, necesitamos un proceso en el que necesa- 
riamente se realice trabajo sobre el sistema. 

En efecto, si en el sistema ejemplificado en la figura 4.2 quitamos el 
cerrojo y suponemos que la pared divisoria puede desplazarse libre- 
mente a lo largo de la superficie que la sostiene, este acto induce un pro- 
ceso en el cual la pared oscila hasta alcanzar una posición final que 
iguala las dos presiones p, y p,. En este estado el gas sólo tiene dos 
restricciones y, por lo tanto, dos grados de libertad. Durante el proceso 
la pared se mueve bajo la acción de una diferencia de presiones p,— pj, 
de manera que si se acopla a un dispositivo mecánico puede apro- 
vecharse el trabajo realizado (levantar una pesa, cargar un acumulador, 
etc.). Así pues, al quitar una restricción, inducimos un proceso en el 
cual se realiza trabajo y el sistema adquiere un nuevo estado de equilibrio 
con menos restricciones. Si deseamos restaurar la restricción necesitamos 
forzosamente comprimir el gas 1 a su volumen inicial V, y para ello hay 
que realizar trabajo sobre el sistema. 

En el segundo ejemplo, figura 4.3, si quitamos o perforamos la mem- 
brana, la solución de azúcar se mezcla con el agua pura hasta alcanzar 
un estado final en el que la concentración de azúcar en el agua es uni- 
forme y la presión es la misma. En este estado final sólo hay tres restric- 
ciones, la mecánica (p es constante), la térmica (0 es constante) y la 
química (C = const.), y el sistema sólo tiene tres grados de libertad. La 
remoción de la membrana induce un proceso durante el cual se produce 
trabajo y el sistema adquiere un estado final de equilibrio con una 
restricción menos. En este caso, el trabajo realizado se deriva de la exis- 
tencia de una diferencia de concentraciones y es de naturaleza química. 
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En efecto, si tuviéramos que restaurar la restricción inicial habría que 
evaporar el agua hasta alcanzar la concentración deseada C, y condensar 
el agua evaporada que constituye la solución a C, = O. Este proceso re- 
quiere de un gasto de energía que hay que suministrar al sistema. 

En resumen, cuando un sistema cualquiera se encuentra en un estado 
caracterizado por un conjunto de restricciones, llamémoslo ¿,, la remo- 
ción de una de ellas induce un proceso durante el cual el sistema realiza 
trabajo y alcanza un estado de equilibrio final con £, — 1 restricciones. 
Si a partir de este estado se desea restaurar la restricción removida u 
otra diferente, se requiere de un proceso durante el cual se realice tra- 
bajo sobre dicho sistema. 

Con base en esta discusión concluimos que en sistemas termodiná- 
micos el concepto de trabajo está asociado a intercambios de energía en 
los cuales una diferencia de variables intensivas produce un cambio 
en las variables extensivas. Las primeras variables juegan el papel de la 
fuerza en la mecánica y las segundas el de desplazamiento. Esto su- 
giere proponer como una expresión para el trabajo termodinámico ge- 
neralizado, la siguiente ecuación 


d'W=Fedh (4.6) 


donde F es una variable termodinámica intensiva que representa la 
fuerza macroscópica externa involucrada en la interacción y dh repre- 
senta el cambio (infinitesimal) en la variable extensiva k, representativo 
del cambio de estado correspondiente. A F se le llama fuerza generali- 
zada y a) desplazamiento generalizado. Es evidente, por otra parte, 
que no cualquier pareja de variables termodinámicas X, Y, una intensiva 
y otra extensiva, pueden combinarse para dar lugar a un trabajo termo- 
dinámico. En efecto, los requisitos que deberán imponerse, serán: 


a) El producto F y A debe tener dimensiones de energía. 
b) El producto Fda debe ser representativo de una interacción fisica. 


Con respecto a esta condición es ilustrativo estudiar las diferentes 
formas de interacción de un sistema termodinámico con sus alrededores y 
establecer la forma adecuada para el trabajo, ejecutado por las fuerzas 
externas. Para ello vamos a considerar algunos sistemas típicos. 


FLUIDO SUJETO A UNA PRESIÓN HIDROSTÁTICA 
UNIFORME 


a) Trabajo pdV. Consideremos un fluido encerrado en un volumen V 
de forma geométrica arbitraria y sea A el área que encierra dicho volu- 
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men. Supongamos que la presión que los alrededores ejercen sobre esta 
superficie es uniforme y tiene un valor p.. Consideremos una transfor- 
mación infinitesimal durante la cual la frontera del sistema o sufre una 
expansión a una cierta posición final A”. Sea ds un elemento de superfi- 
cie frontera (recipiente) y dn el desplazamiento de este elemento en la 
dirección normal a dicha superficie (fig. 4.4). Si p es la presión que o 
ejerce sobre sus alrededores, el trabajo realizado por « contra sus alre- 
dedores al pasar de Aa A' es: 


Ñ pas) dn 


Es importante notar que para poder evaluar esta integral es necesario 
introducir dos hipótesis adicionales. Por una parte, tenemos que suponer 
que el proceso es cuasi estático para que todo estado intermedio sea un 
estado de equilibrio y la presión p esté definida, esto es, sea una va- 
riable termodinámica. Por otra parte, también es necesario suponer 
que no hay fuerzas disipativas (fricción) y poder así igualar los valores 
de ambas presiones (p = p.). De no ser así, las presiones interna y externa 
tendrían que ser desiguales para sobreponerse a la fricción y el grado de 
desigualdad dependería de la dirección e intensidad de la propia fuerza 
de fricción. En estas condiciones, para un proceso cuasi estático y sin 
fricción p = p. y entonces 


d'W=p j dsdn = pdV. (4.7) 





Figura 4.4 
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En general, la clase de procesos idealizados que tienen la característica 
de ser cuasi estáticos y ocurren sin fricción, se designan bajo el nombre 
de procesos reversibles. Estos procesos poseen la propiedad de que 
un cambio infinitesimal en las condiciones que permiten su evolución 
en una dirección, es suficiente para permitir que el proceso ocurra en 
dirección opuesta. Así pues, la ecuación (4.7) es válida solamente si el 
proceso es infinitesimal y reversible. Si la transformación es finita y 
ocurre entre dos estados con volúmenes V, y V, respectivamente, el tra- 
bajo total realizado por y contra sus alrededores será 


Wo = ¡de paV. (4.8) 


Las expresiones correspondientes a (4.7) en una y dos dimensiones; 
es decir, el caso de un alambre sujeto a tensión (o un fluido unidimen- 
sional) y el de una membrana sujeta a cierta tensión superficial (o un 
fluido bidimensional), se pueden escribir de inmediato. Si Tes la ten- 
sión a que está sujeto el alambre y dL la elongación, para un proceso re- 
versible 


d'W = SadL (4.9) 


y para una membrana, si Les la tensión superficial y dA el incremento 
en la superficie 


d'W = £dA. (4.10) 


b) Trabajo eléctrico y magnético. Si Pes la intensidad de campo 
magnético y “la magnetización del medio, entonces el trabajo necesario 
para aumentar la magnetización de Ma “+ d 4, es igual, en ausencia 
de histéresis, a 


d'W= Rk. dí (4.11) 


Para un dieléctrico con polarización 4 y en presencia de un campo 
eléctrico 4 tenemos que 


d'W= EdF4 (4.12) 
es el trabajo necesario para aumentar la polarización de Pad + d$ La 


expresión (4.11) será deducida en el capítulo 12, en tanto que la 
ecuación (4.12) se obtiene por un método similar. ! 


IVéase Garcia-Colín, L. y Ponce, R.L., Problemario de Termodinámica clásica, Trillas, 
México, 1984, pág. 22. 
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c) Trabajo químico. El concepto de trabajo químico está ilustrado 
claramente en el segundo ejemplo de la sección anterior. Una diferencia 
en las concentraciones de dos sustancias presentes en una solución, ge- 
nera un flujo de masa que tiende a uniformar su concentración en 
dicha solución. Si asociamos una energía potencial química a la fuerza 
que ““impulsa” este flujo de masa, el trabajo químico se puede definir 
como lo requiere la ecuación (4.6). 

Entonces, cuando en una mezcla (inclusive para una sustancia pura) 
de sustancias, la i-ésima de ellas sufre un incremento en su número de 
moles por la cantidad dn,, aumentamos su energía potencial química 
por una cantidad proporcional a dn,. El coeficiente de proporcionali- 
dad, que no es otra cosa que la energía por mol de la sustancia, se llama 
potencial químico y se designa por u,. Luego entonces, la cantidad de 
trabajo necesaria para incrementar la energía potencial química por 
pAn, cuando i se incrementa en dn, es igual simplemente a 


d'W = udn, (4.13) 


que es positivo cuando el sistema absorbe trabajo que se traduce por un 
aumento en su energía potencial química y viceversa. A la ecuación 
(4.13) la designaremos trabajo químico. 

De las consideraciones y ejemplos anteriores vemos que es posible 
adoptar la ecuación (4.6) como una definición de trabajo termodinámico 
bajo la condición de que el proceso infinitesimal involucrado sea rever- 
sible. Solamente en este caso la fuerza externa responsable de la inter- 
acción es idéntica a la variable intensiva correspondiente asociada al 
sistema. 

Por último, es conveniente introducir en la definición de trabajo la 
convención usual de signos. Si da > O, la interacción provoca un cam- 
bio positivo en el desplazamiento generalizado, entonces d'W = Fdhes 
positivo si el sistema recibe trabajo de sus alrededores, y negativo si cede 
trabajo. Con esta convención todas las formas de trabajo hasta ahora 
discutidas van acompañadas por un signo positivo, excepto el trabajo 
pdV. En efecto, en una expansión cuasi estática (dV > O) el sistema cede 
trabajo a sus alrededores y, por tanto, d'W > O. Entonces 


d'W = — pav. (4.14) 


Si en general un sistema intercambia energía de varios modos, cada 
uno representado por un trabajo que para un proceso infinitesimal y 
reversible es de la forma Xd Y, el trabajo total realizado por o sobre el 
sistema será 


n 


dwW= Y XaY, (4.15) 


sl 
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que es la forma más general para expresar el trabajo macroscópico aso- 
ciado a un proceso infinitesimal y necesariamente reversible. A las pa- 
rejas de variables (X,, Y) que aparecen en la ecuación (4.15) se les llama 
variables conjugadas. 

Vamos ahora a estudiar algunas propiedades de d'W. Primero, 
queremos explicar el porqué de la **prima” en la diferencial de esta función 
(algunas veces denotada por dW). Para ello recurramos a un teorema 
del cálculo integral, a saber: 


TEOREMA. Sean a(x, y) y b(x, y) (que interpretaremos como componen- 
tes de un vector A en el plano) junto con da/dy, 9b/9x funciones conti- 
nuas en una cierta región R del plano. Entonces, la integral de línea 


| (adx + bdy) 


tomada a lo largo de una curva C en R, es independiente de la elección 
particular de C y su valor está determinado exclusivamente por los 
puntos inicial y final de la curva C, si y sólo si adx+ bdy es la diferencial 
exacta de una cierta función ¿$ (x, y), esto es, existe ¿ en R tal que 


d$ a 09 NY _ 
(32) y E ) ab (4.16a) 
o bien 
A = grad q. (4.16b) 


DEMOSTRACIÓN. Que la condición es suficiente es trivial, porque en este 
caso 


5 de Dd al dis 
Í (adx + bdy) = Í (62) dx + dy ) dy ] =|' do = d,—0, 
/ (adx + bdy) = $ (X2, Ya) —H(X,, Yi). 


Que la condición es necesaria es un poco más complicado de demostrar. 
Puesto que, por hipótesis, la integral es independiente de la trayectoria, 
entonces podemos calcular su valor entre dos puntos cualesquiera de 
R, digamos P, y P, siguiendo una C arbitraria. Para P, fijo 


po (adx + bdy) = $ (x, y) — const. 


(9,99) 
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pues la integral sólo podrá depender de x y y. Ahora 


lím fac + bdy)=0= lím ¿(x, y)—const. 
ps po 


const. = $ (Xo, Yo) 


y por lo tanto 
P 
f: (adx + bdy) = p(x, y) — $ (Xo, Yo). 
Si ahora tomamos los puntos P y P, uno muy cercano al otro, 


adx + bdy = de = (-¿%-) ax + (32) dy 


o dicho de otra forma 
A+ds = dé = (grad $): ds 
(A— grad H):ds = O 

para toda ds, por lo que 

A = grado 
COROLARIO. La integral de la línea 

j (adx + bdy) 
C 


es independiente de la elección particular de C si y sólo si se anula sobre 
cualquier trayectoria cerrada en R 


Ca 
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En efecto, integrando sobre la trayectoria cerrada C, + Ca, 
F taa + bdy) = O (4.17) 


$ tadx + bdy) + $, taa + bdy) = 0 
$, (adx + bdy) = — ¿. (adx + bdy) = $, (adx + bdy) (4.18) 


donde “indica la integral de línea de Pa P' por C,, yu la integral de 
línea de P' a P por C,. Recíprocamente, si [«(adx + bdy) es independiente, 
entonces podemos invertir los pasos y llegar de (4.17) a (4.18). 
Regresemos ahora a la termodinámica. Sea Z = Z(X, Y) una función 
de dos variables termodinámicas X y Y. La diferencial de Z será en general 


dZ = M(X, VdX + N(X, VdY. (4.19) 


Para conocer la naturaleza de esta diferencial simplemente aplicamos 
el teorema arriba demostrado o su corolario. Si dZ cumple con el teorema, 
decimos que es una diferencial exacta. Entonces: 


La condición necesaria y suficiente para que una forma diferencial sea 
exacta es que su integral de línea a lo largo de una curva en la región 
donde esté definida, sea independiente de la elección particular de 


dicha curva: 
IZ IZ 
MA, Y = (1), NX, Y) = 2). 


Como M y N son, por hipótesis, funciones continuas 


oM 0Z óN 
aY =ox0Y Xx id 
La ecuación (4.20) es una condición necesaria y suficiente? para que 
una forma diferencial de dos variables del tipo (4.19) sea exacta. Si dZ 
es exacta, decimos entonces que Z(X, Y) es una función de punto; es 
decir, el valor que toma en un punto dado de su región de definición R, 
es independiente de la forma como alcancemos dicho punto. Con este 


2La suficiencia, en este caso, no es trivial de obtener, por ejemplo, véase R. Courant, 
Differential and Integral Calculus, Interscience Publ. Co., Nueva York, 1952, vol. II, cap. ' 
v. 
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resultado podemos caracterizar toda variable termodinámica, exigiendo 
que sea función de punto. 

Esta condición nos permite caracterizar, sin lugar a dudas, cuándo 
una función es o no una variable termodinámica. Aquellas funciones 
que no sean de punto, es decir, cuyas diferenciales sean inexactas, no 
son variables termodinámicas y, por lo tanto, no pueden utilizarse para 
describir los estados de equilibrio de sistemas termodinámicos. 

LEMA. El trabajo ejecutado o absorbido por un sistema dado no es una 
diferencial exacta. 

En efecto, consideremos un par de coordenadas conjugadas cualesquiera 
X y Y y seleccionemos arbitrariamente dos estados (X,, Y), (X», Y»). 
Calculemos el trabajo necesario para llevar al sistema de 1 a 2 por tres 
trayectorias distintas 1, II y II (véase la fig. 4.5). Entonces 


W, = | X+dY = X¡(Y, — Y,) + cero = área bajo la curva 1-3 
(1) 


Y, — Y) (X2 — Xy) 


W,, = j X*dY = 2 + X; (Y, -_ Y.) 
UL) 


= área A 123 + área bajo curva 1-3 


Wor = | X+dY = X,(Y, — Y,) = área bajo la curva 4-2. 
(11) 


Xa 


X 





Figura 4.5 
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Claramente 


W, + Wi + Wu 


Luego, dW es inexacta. A toda diferencial de una función inexacta la 


denotaremos por dl”. 

Si tomamos una trayectoria arbitraria en un espacio de estados X —Y 
entre dos puntos cualesquiera P, y P,, la cual representa un proceso 
casi estático entre ambos estados del sistema en cuestión [sólo entonces 
podemos hablar de trayectoria], tendremos que 


d'W = XdY 


representa el trabajo efectuado sobre el sistema por una fuerza externa X. 

El trabajo total realizado sobre el sistema está dado simplemente por 
el área bajo la curva en cuestión. 

Si el proceso es cíclico, es decir, el sistema regresa a su estado inicial, 
puede hacerlo por una trayectoria diferente, digamos Il en la figura 4.6. 
En este caso el trabajo total realizado por los alrededores sobre el sistema 
es simplemente el área limitada por las curvas 1 y Il. 


$ xav = (área bajo curva I) — (área bajo curva II) = área del ciclo 


Pa 






CIO e PODA A AARÓN 


dY 


Figura 4.6 
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el signo es positivo si el ciclo se recorre en sentido de las manecillas del 
reloj y negativo cuando se recorre en sentido opuesto. Como en general 
la integración analítica del trabajo realizado por o sobre un sistema es 
complicada, ya que se requiere conocer X como función de Y, se necesita 
de la forma analítica de la ecuación de estado; en la práctica se mide esta 
área geométricamente, de allí que a este diagrama se le llame diagra- 
ma indicador. El valor numérico del área del ciclo es igual, en magni- 
tud, al trabajo realizado por o sobre el sistema. 


DEFINICIÓN. Un proceso (o transformación) isocórico es aquel para el 
cual el trabajo total realizado por o sobre el sistema es igual a cero, 
esto es, d'W = O en toda la trayectoria. 


De esta definición se sigue que si dY = O para una transformación dada, 
la transformación es isocórica. Pero lo recíproco no necesariamente es 
cierto, pues existen transformaciones que son isocóricas, pero para las 
cuales dY 4 O. 


EJEMPLO. Consideremos un gas encerrado en un recipiente de paredes 
rígidas, de manera que ocupe un volumen V del recipiente y esté sepa- 
rado de V” por una membrana perforable (fig. 4.7). Supongamos que la 
membrana se perfora y el gas se deja expandir libremente hasta ocupar 
todo el volumen V + V”. Claramente, en este proceso d” W no es po- 
sible escribirlo como pdV pues no es cuasi estático, pero hay un cambio 
en el volumen del sistema. Ahora bien, que el proceso es isocórico es in- 
mediato, pues el desplazamiento de las fronteras del sistema dh =0 .', 
d'W = 0, y el trabajo total realizado por el gas contra los alrededores es 
cero. Este proceso se conoce como expansión libre de un gas. 





Figura 4.7 
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Para terminar con las propiedades del trabajo, es conveniente hacer 
notar que la integración de la ecuación 


Es 
w.,= | xar (4.21) 


Y, 


puede realizarse numéricamente utilizando tanto la forma para dY que 
se obtiene de la ecuación de estado, como las relaciones entre los diversos 
coeficientes diferenciales en la forma indicada en el capítulo anterior. 
Así, por ejemplo, para un sistema químico que sufre un proceso entre 
dos estados, el trabajo total puede escribirse, de (4.8) y (3.11b), como sigue 


We = y pVi=xdp + Bd0). (4.22) 


De los datos experimentales para la ecuación de estado, para x y B es 
posible integrar (4.22) en forma numérica. En algunos casos el problema 
se simplifica más, por ejemplo, si en (4.22) el proceso es isobárico, esto 
es, la presión se mantiene constante 


W., =p l VBdo. (4.23) 


O bien, si el proceso es isotérmico, 0 es constante y en este caso 


$ 
W., == p pVxdp. (4.24) 


Pp 


Para un sólido o un líquido, en intervalos de presión no muy grandes, el 
volumen es sustancialmente constante y x puede sustituirse por su valor 
promedio, en cuyo caso 


W., == nea (p?— p3 (4.25) 


para un proceso isotérmico. 


PROBLEMAS 


4.1. 
a) Demuéstrese directamente, usando la ecuación de estado, que d' Wes 
una diferencial inexacta para un gas ideal. 
b) Hágase lo mismo para un alambre en tensión Y = k(L — Lp). 
4.2. 
a) Calcúlese la expresión para el trabajo isotérmico realizado por un gas 
ideal y, 
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4.3. 


4.4. 
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b) Para un proceso isobárico. 

Cc ) Si definimos un proceso isométrico como aquél para el cual dV = O en 
todo intervalo diferencial del proceso, ¿cuánto vale el trabajo realizado 
por el gas? 


Supongamos que un gas sufre una expansión de un estado inicial para el 
cual p = 10 atm y V = 0.5 m? siguiendo una trayectoria 


pV?? = const. 


Calcúlese el trabajo necesario para expandir este gas de dicha presión p = 
10 atm a una presión p = 2 atm [1 atm = 1.013 x 10" nt/m3]. 


El tubo en J, de sección constante, mostrado en la figura 4.8 contiene aire 
a la presión atmosférica. La altura barométrica es hy. Si vertemos mercurio 


* por el extremo abierto, el aire quedará atrapado en el extremo cerrado. 


4.5. 


¿Cuál es la altura de la columna de mercurio en el extremo cerrado cuando 
el extremo abierto está lleno de mercurio? 


a) Supóngase que el proceso es isotérmico y que el aire se comporta como 
un gas ideal. Despréciense efectos de curvatura. 

b) Calcúlese el trabajo realizado por el mercurio para comprimir el aire. 

c) Como un ejemplo numérico, supóngase h¿ = 586mm de Hg; h, = 25 
cm; h, = 100 cm. 


La ecuación de estado de una sustancia elástica es 


=ko[ L-—Ló 
9x0 LY] 


donde K = const. y Ly= Ly (0). Calcúlese el trabajo necesario para estirar el 
sistema, isoterma y cuasi estáticamente de L = LyaL = 2Lo. 





Figura 4.8 


4.6. 


4.7. 
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Encuéntrense las restricciones y los correspondientes grados de libertad 
de los siguientes sistemas: 


a ) Una celda electroquímica. 

b ) Un recipiente que contiene hidrógeno, oxigeno y vapor de agua en 
ausencia de un catalizador. 

c ) Un gas paramagnético en presencia de un campo magnético externo y 
en contacto con sus alrededores. 


Un sólido magnético obedece la llamada ecuación de Curie 
a 
M = q 


donde a = const. Calcúlese el trabajo necesario para magnetizar una 
muestra de un sólido tal desde 4“ = O hasta un valor arbitrario, si 0 = 
const. 


El concepto de energía y la 
primera ley de la 
termodinámica 


Como señalamos en el capítulo anterior, la remoción o restauración 
de una restricción implica la existencia de un proceso en el cual el sistema 
realiza o recibe trabajo de sus alrededores, respectivamente. Debido a 
que el trabajo es una forma de energía y el principio de conservación de 
la energía tiene, hasta el presente, validez universal, surge la pregunta 
de cómo hacer consistente este cambio de energía con dicho principio 
de conservación. Esto nos lleva de manera directa al segundo problema 
planteado en el capítulo anterior, o sea, ante los métodos de la termodi- 
námica cualquier sistema se presenta como una caja negra de la cual 
tenemos que definir su energía. Enfatizamos la analogía con la caja 
negra ya que no podemos hacer uso de modelos microscópicos del sistema. 
Entonces, tendremos que proceder experimentalmente para poder re- 
solver el problema y de nuevo apelamos a la intuición originada en una 
analogía con la mecánica clásica. Recordemos que la ecuación (4.5b) 
establece que la energía mecánica total de un sistema conservativo no 
se altera a menos que una fuerza externa que actúe sobre él le comuni- 
que cierta cantidad de trabajo. 

Podemos pensar que, desde el punto de vista macroscópico, un sistema 
encerrado entre paredes adiabáticas es el análogo de un sistema mecá- 
nico conservativo; entonces, es posible estudiar desde el punto de vista 
experimental cómo se comporta dicho sistema ante la interacción con 
fuerzas externas que le comuniquen cierta cantidad de trabajo. Estas 
experiencias fueron iniciadas por Joule en 1843 y consisten esencial- 
mente en lo siguiente: 

Una masa conocida de agua se coloca en un calorímetro rodeado de 
aislantes térmicos (paredes adiabáticas). A través de esas paredes se 
introduce un dispositvo mediante el cual pueda comunicarse al agua 
una cantidad conocida de trabajo. Originalmente, Joule utilizó un sistema 
de aspas fijas a un eje que se hacía girar, dejando caer un cuerpo de masa 
conocida a una distancia fija (véase la fig. 5.1). El cuerpo se unía al eje a 
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Figura 5.1. Aparato de Joule. 


través de una cuerda, pasando por una polea. Como la torca YSejercida 
sobre el eje es conocida y el ángulo de giro « puede medirse, el trabajo 
neto cedido por el dispositivo al agua, Fa es calculable. Un termómetro 
sumergido en el líquido sirve para registrar el incremento en la tempe- 
ratura del mismo, es decir, el cambio de estado. Sin embargo, esta misma 
cantidad de trabajo puede comunicarse al agua haciendo pasar una 
corriente eléctrica i a través de una resistencia conocida R por un tiempo 
determinado t (métodos eléctricos), o bien usando otros métodos, mag- 
néticos, químicos, etc. 

El resultado de estas experiencias es que el cambio de estado provo- 
cado en el agua al cederle una misma cantidad de trabajo, es el mismo 


60 EL CONCEPTO DE ENERGÍA Y LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINÁMICA 


independientemente de la naturaleza del dispositivo (mecánico, eléctrico, 
etc.) que se haya utilizado para producir dicho trabajo. Así pues, en el 
espacio de estados del sistema, siendo para el caso del agua (V, 0) el más 
adecuado y para un estado inicial fijado de antemano, se encuentra 
que, en las condiciones prescritas, el estado final alcanzado al comuni- 
carle cierta cantidad de trabajo, es el mismo. Si los procesos mediante 
los cuales se le cede trabajo al sistema fuesen cuasi estáticos, 
podríamos graficar sus trayectorias en el espacio de estados y todas 
ellas tendrían el mismo punto terminal. 

Si acordamos en llamar trabajo adiabático al trabajo realizado por o 
sobre un sistema adiabáticamente aislado de sus alrededores, las expe- 
riencias anteriores permiten concluir que para aquellos (unos cuantos) 
sistemas en que los resultados mencionados se han comprobado, la si- 
guiente aseveración es válida: 


Si el estado de un sistema adiabático se cambia mediante la trans- 
ferencia de trabajo con sus alrededores, la cantidad de trabajo re- 
querida depende solamente de los estados final e inicial y no del dis- 
positivo que produzca el trabajo, ni de los estados intermedios por los 
cuales pasa el sistema. 


A modo de poder afirmar que este resultado es válido para cualquier 
sistema termodinámico, habría que verificar su validez en cada caso 
particular. Esto, sin embargo, no se ha hecho, a pesar de lo cual una 
multitud de resultados que pueden deducirse de él, supuesta su validez, 
concuerdan con el experimento. En esencia, éste es el contenido de la 
primera ley de la termodinámica, a saber, postular que el enunciado 
anterior es válido para cualquier sistema termodinámico. 

Como una consecuencia inmediata de esta ley podemos establecer una 
definición operacional de la llamada energía interna del sistema, que 
denotaremos por U. En efecto, si dW,. representa el trabajo adiabático 
transferido al (o por el) sistema en una porción infinitesimal del proceso, 
entonces la integral 


$ 
| . dW..a 


no depende de la trayectoria y, por tanto, es función solamente de los 
estados inicial i y final f. Definimos una función U tal que U, — U, sea 
numéricamente igual al trabajo adiabático total transferido entre el sistema 
y sus alrededores. Entonces 


U,— U, = l AW.. = Was. (5.1) 
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Con esta definición de la energía interna el signo de AU queda deter- 
minado por la convención prescrita para W. Así pues, el sistema realiza 
trabajo (W < 0) sobre sus alrededores a expensas de su energía interna 
que en este caso disminuye (AU < 0) y recíprocamente. Conviene hacer 
notar que la energía interna U es una función de estado, esto es, depende 
solamente de las coordenadas que caracterizan a un estado del sistema 
en su espacio de estados. 

Finalmente, es pertinente hacer notar que en el contenido de esta pri- 
mera ley está implícita la duda acerca de la posibilidad de alcanzar o no 
un estado de un sistema por medios adiabáticos. Según veremos, como 
consecuencia de la segunda ley esto puede no ser posible en una dirección, 
digamos de ¡a f, pero de ser este el caso el proceso inverso (f=>i) puede 
ocurrir y en un número infinito de maneras. Como para la determinación 
de AU no importa la “dirección ” del proceso, esta dificultad es, por el 
momento, irrelevante. 

Conviene ilustrar este punto mediante un ejemplo concreto, un proceso 
de expansión reversible en un gas, que tiene una trayectoria como la 
mostrada en la figura 5.2 y corresponde a una expansión (o compre- 
sión) adiabática. Suponemos que el gas está inicialmente en un estado 
caracterizado por el punto P,. Los cuatro procesos posibles que pueden 
concebirse para este gas corresponden a valores T y V tales que si T, y 
V, respresentan el estado final 


a) T, < To V, > Vo 
b) T, > To V, < Vo 
Cc) T, > To Vi, > Vo 
d) T, < To Vi, < Vo 






PolTo, Vo) 


Figura 5.2 
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Los procesos a) y b) siempre son posibles pues corresponden a una 
expansión y una compresión adiabáticas, respectivamente. El proceso 
c)se podría concebir primero como una expansión (a) y después como 
un aumento de temperatura por agitación mecánica (fricción). El proceso 
d) es imposible y la región I contiene a los estados inaccesibles al gas a 
partir de P, por medio de procesos adiabáticos. 

La ecuación (5.1) define la energía interna del sistema termodinámico 
en cuestión. Una vez que se haya escogido un estado estándar al cual se 
le asigne un valor fijo de U, digamos U, (¡que puede tomarse igual a cero!), 
el valor de U para cualquier otro estado de equilibrio del sistema podrá 
calcularse a través de (5.1). Sin embargo, debe quedar claro que el valor 
absoluto de U siempre quedará indeterminado hasta una constante 
aditiva, lo cual es irrelevante, pues en la práctica siempre medimos di- 
ferencias de energías. Tenemos, pues, un 


LEMA. La energía de un sistema está determinada hasta una constante 
arbitraria. En efecto, sean O y 0” dos estados estándar cualesquiera tales 
que U, = O, U¿' =0. Sea A un estado de equilibrio del sistema, y U, y 
U', las energías medidas con respecto a O y O”, respectivamente. En- 
tonces, por (5.1) 


U, = (Wados U',= (Wadoa 


pero siempre podemos escoger la trayectoria 0' A pasando por O, en cuyo 
caso 


(Wadora = (Wado'o + (Waaos 
= (Wado"o — Ua 
luego entonces 
U,—U', = — (Woo = const. (5.2) 


lo cual demuestra que el valor de U, depende de la selección de O. 
Debe decirse una palabra más acerca de U. Hemos definido esta 
energía en forma macroscópica de acuerdo con la ecuación (5.1), pero 
esta energía contiene (o es igual) a la suma de las energías de todas las 
partículas que forman al sistema. U no contiene términos como la 
energía traslacional del centro de masa o la energía potencial del cuerpo 
en sí, ni la energía de rotación de todo el sistema tomado como un cuerpo 
rígido, etc. El valor de U está ligado a la naturaleza microscópica del sis- 
tema y su determinación es necesario hacerla por medios macroscópicos, 
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ya que las propiedades de cada una de las moléculas nos son inasequi- 
bles. Por esta razón se le denomina energía interna del sistema. 

Podemos entonces resumir la primera ley de la siguiente manera: para 
todo sistema termodinámico contenido en un recipiente de paredes 
adiabáticas, que sufre un proceso durante el cual intercambia con los 
alrededores una cantidad de trabajo W, el cambio en su energía interna 
AU es igual a dicha cantidad de trabajo, esto es: 


AU = Was (5.3) 


Esta ecuación, y por tanto, la primera ley, establece la existencia de la 
variable energía interna, U. 

Sin embargo, para aquellos procesos en que no se cumpla la ecuación 
(5.3) es necesario, si no se quiere descartar el principio de la conserva- 
ción de la energía, admitir la existencia de otros modos no mecánicos a 
través de los cuales un sistema pueda intercambiar energía con sus 
alrededores. 


EJEMPLO. Elevar la temperatura de una masa de agua de 6, a 0, por fric- 
ción o por calentamiento directo con un mechero. Si en este caso admi- 
timos que es válido el principio de la conservación de la energía, entonces 
debemos admitir, puesto que el cambio de estado es el mismo, que la 
energía trasmitida al agua por fricción es la misma que se trasmite por 
el mechero en una forma no mecánica. A esta energía, trasmitida por 
medios no mecánicos, la llamaremos calor. 

De manera que si en un sistema térmicamente aislado se efectúa un 
proceso en el cual el sistema absorbe una cantidad de trabajo + W de 
sus alrededores, se satisface la ecuación (5.3), esto es 


AU— Wo. =0. (5.4) 


Sin embargo, si el mismo proceso ocurre cuando el proceso no es adiabá- 
tico, en general el miembro derecho es diferente de cero, porque puede 
intercambiarse energía en forma de calor. Entonces 


AU— W =0. (5.5) 


De las ecuaciones (5.3) y (5.5) obtenemos que 


donde Q, el calor, está expresado en unidades de energía. Vemos entonces 
que en realidad la ecuación (5.6) no es más que la definición termodinámica 
de calor. 
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Físicamente, Q es la cantidad de energía que el sistema recibe en 
otras formas distintas de trabajo mecánico. En efecto, AU debe ser igual 
a la cantidad de energía total que el sistema recibe de sus alrededores. 
De (5.5) 


AU=W +09. (5.7) 


En esta ecuación, Q representa la energía absorbida o cedida por el sistema 
en forma de calor, en tanto que W es el trabajo que los alrededores reciben 
del sistema o ceden al mismo.! 

Es importante señalar que este resultado expresa el principio de con- 
servación de la energía como consecuencia de las definiciones de U y Q. 
En otras palabras, hemos recurrido a la validez de este principio para 
obtener los conceptos de energía interna y de calor, de manera que no 
puede afirmarse que esta ecuación expresa el contenido de la primera 
ley de la termodinámica. Dicha ley está constituida con base en el pos- 
tulado que nos permite asociar a todo sistema termodinámico una 
energía interna de acuerdo con las reglas expuestas en las ecuaciones 
(5.1) y (5.2). 

Para un proceso infinitesimal reversible, en el cual las variables cambian 
por una cantidad infinitesimal 


du = d'9 + Y XaY. (5.8) 
il 


Este resultado muestra claramente que d'Q es una diferencial inexacta. 
Para un sistema en el que sólo ocurre trabajo pdV, 


dU = d'Q — pav. (5.9) 
Para procesos cíclicos, AU = O 
W+0Q=0. (5.10) 


En un proceso cíclico el trabajo realizado por el sistema es igual al calor 
absorbido por él. 

Ahora demostraremos que las definiciones termodinámica y calori- 
métrica de calor son equivalentes. Recordemos que una caloría gene- 
ralmente se define como la cantidad de calor necesaria para elevar la 
temperatura de 1 gramo de agua a presión atmosférica de 14%C a 15%C. 


ILa convención de signos que adoptaremos para Q es considerarlo como positivo cuando 
es absorbido por el sistema y negativo cuando es cedido por él. 
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Consideremos una masa de m gramos de agua a 14*C. Sean AU. y W. 
los cambios en la energía interna del agua y el trabajo realizado por ella, 
respectivamente, al elevar su temperatura a 15*C. 

Tomemos ahora un sistema arbitrario v que sufre un proceso dado. 
Para medir la cantidad de calor que v intercambia con sus alrededores 
lo ponemos en contacto con el calorímetro conteniendo m g de H,O a 
14C. m se escoge de manera que al terminar el proceso la temperatura 
final sea de 15%C. Consideremos el sistema compuesto calorímetro y o, 
que aislamos térmicamente del exterior. Entonces, para el proceso 
ocurrido en este sistema compuesto, tenemos que, de acuerdo con la 
ecuación (5.4) 


AUTW=0 
donde 
AU = AU, + AU. 
W = W, + W.. 
Por tanto 


AU, — W, = — (AU. E W.,) 
= —m(Au.—uw.. (5.11) 


Pero AU, — W, = Q, es la cantidad de calor que el sistema o recibe (o cede) 
al calorímetro, entonces 


9. = — m(Au.—uw.) (5.12) 


luego, Q, es proporcional a la masa m de agua en el calorímetro. 
Por otra parte, el miembro derecho de la ecuación (5.12) representa las 
m calorías necesarias para elevar la temperatura del agua 1%C. Entonces 


Q. = — m (calorías). 


Este resultado expresa que durante el proceso que ocurrió en el sistema 
o, éste liberó Q, unidades de calor que son, en calorías, las necesarias 
para elevar la temperatura del agua (¡m gramos!) en el calorímetro, 
19%C. Entonces, concluimos que la cantidad de calor Q, expresada en 
unidades de energía y en unidades calorimétricas, son proporcionales 
entre sí. Las definiciones termodinámica y calorimétrica de calor son 
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entonces equivalentes, y experimentalmente se obtiene que el factor de 
conversión para pasar de unas unidades a otras, el cual se designa por J 
y recibe el nombre de equivalente mecánico del calor, tiene como 
valor 


J = 4.182 joules/caloría q.e.d. 


Aplicaciones de la primera ley 
de la termodinámica 


En este capítulo consideraremos algunas aplicaciones de la primera 
ley de la termodinámica, la cual establece que para un proceso que 
ocurre en un sistema dado 


AU—-W=0 (5.5) 
o bien, si el proceso es infinitesimal 
dU = d'Q + d'W. (6.1) 


Es conveniente poner énfasis en el hecho de que (6.1) es válida para 
cualquier proceso infinitesimal que tenga lugar en el sistema en cues- 
tión. Sin embargo, desde el punto de vista analítico, (5.5) y (6.1) dejan 
mucho que desear, pues tanto Q como W no son funciones de punto, es 
decir, sus diferenciales, que aparecen en el miembro derecho de (6.1), 
son inexactas. Sin embargo, para procesos reversibles, y solamente para 
éstos, d'W se puede relacionar con las variables de estado del sistema a 
través de la ecuación (4.15), y entonces d'Q se convierte en un coefi- 
ciente diferencial relacionando variables de estado del sistema, sin que 
esto afecte su propiedad de ser inexacta. Así pues, para procesos infini- 
tesimales y reversibles 


duU=dQ+ Y XaY. (5.8) 


l 


Esta ecuación permite calcular la cantidad de calor absorbida o cedida 
por un sistema termodinámico cuando éste sufre un proceso cuasi estático 
que cambie la energía interna del sistema por dU y sus variables exten- 
sivas por dY, (i = 1...., n). 

Una de las cantidades más importantes que se utiliza para estudiar 
las propiedades térmicas de un sistema dado o, es la llamada capaci- 
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dad calorífica que se define como el cociente entre la cantidad de calor 
que es necesario ceder al sistema para que su temperatura aumente 
por d6 y el incremento mismo. Entonces, llamando C a esta capacidad 
calorífica, logramos que 


aa == Y xdY, 
em Ss “l 
Ls * dí (62) 


Claramente, existe una infinidad de valores de C, para un sistema dado, 
ya que d 'Q depende de la naturaleza del proceso por ser una diferencial 
inexacta. Numéricamente, O <C< oo. 

En este caso de sistemas simples; es decir, aquellos para los cuales 
n= 1 en la ecuación (6.2), la capacidad calorífica toma una forma muy 
simple 

dU — XdY 
C= O (6.3) 

En general, el proceso mediante el cual se incrementa la temperatura, 
suele ocurrir a X o a Y constantes. Se definen entonces las respectivas 
capacidades caloríficas como 


ld _ (dU— XdY 
(a), Ñ EEE ), (6.4a) 


[TOY _ (UY _ (20 
cr= (8), - E), =n, (040) 


y en general, Cx = Cx(X, 0) y Cy = (Y, 0). 


A las cantidades 








Cx = Sr y Cy = Sr (6.5a) 
* * 
e3= EE qp2 E (6.5b) 


donde m es la masa del sistema y » el número de moles, se les llama ca- 
lores específicos y calores especificos molales, respectivamente. 
Hay que hacer notar que estos calores específicos son propiedades in- 
tensivas del sistema en cuestión. 

En el caso de sistemas químicos, las ecuaciones (6.4) y (6.5) con X = 
py Y = V, dan lugar a las definiciones de capacidades caloríficas, calo- 
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res específicos y calores específicos molales a presión y volumen cons- 
tantes, respectivamente. Como es bien conocido, estas cantidades son 
muy importantes en el estudio de las propiedades térmicas de líquidos, 
sólidos y gases. 

Debido al papel tan importante que juegan estas propiedades termo- 
dinámicas en las aplicaciones prácticas, conviene hacer un resumen 
más o menos detallado del tipo de información experimental, en algunos 
casos justificado por modelos microscópicos, del que disponemos en la 
actualidad. 

Para gases monatómicos como son los gases nobles, el vapor de mer- 
curio, la plata, etc., c* = s KR para cualquier valor de la temperatura. 

Para gases diatómicos como el H,, O,, Nz, CO, HD, etc., cses una fun- 
ción de la temperatura, como se muestra cualitativamente en la figura 
6.1. La caída de c/R de > a 5 sólo se ha observado en H,, D,, y HD, pues 
sólo para estos gases 6,, la temperatura característica de cada gas a la cual 
teóricamente se produce, es mayor que la temperatura de licuefacción. 
La temperatura 0, es del orden de 10* K, por lo general mayor que la 
temperatura de disociación de la molécula. Así pues, en el intervalo 
de temperatura ordinario c/%R = 3% para la mayor parte de los gases 
diatómicos. 

Para gases poliatómicos como el NH, CO,, HO, hidrocarburos de bajo 
peso molecular, etc., c¿es una función de la temperatura y es mayor o 
igual a El *R para cualquier 6. Tanto para estos gases como para los 
líquidos de los que se carece de modelos microscópicos que permitan la 
deducción teórica de calores específicos, se suelen emplear formas poli- 
nomiales del tipo general 


C, = A + b0 + c0? + de? + 








Figura 6.1 
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para representar el calor específico a presión constante, válidas en in- 
tervalos restringidos de la temperatura y donde a, b, c, d, etc., son cons- 
tantes características de cada fluido. 

En general, se encuentra también que para todos los gases c*— cf = 
£, cumpliéndose la igualdad para los gases monatómicos, para todo valor 
de la temperatura. También, se sabe que tanto cy como c, son única- 
mente funciones de la temperatura, para todos los gases. 

En el caso de sólidos cristalinos la dependencia de c*/R respecto de 
la temperatura está ejemplificada en la figura 6.2. A bajas temperaturas 
las vibraciones de la malla cristalina (fonones) producen una contribu- 
ción proporcional a 0? (Debye), y los electrones de conducción otra pro- 
porcional a 0, de manera que 


cy 


== 2 
7 =0+A0 





fórmula que concuerda satisfactoriamente con los resultados experi- 
mentales. Para cada sólido existe una temperatura característica O, 
en relación con la cual c/% tiende al valor de 3, resultado propuesto 
empíricamente por Dulong y Petit a mediados del siglo pasado. Es con- 
veniente hacer notar que un intervalo realista en el cual varía O, es de 
85 < 0, < 1850 K; esto es, hay sólidos cristalinos que aun a temperaturas 
relativamente altas no satisfacen la regla empírica de Dulong y Petit. 
Más adelante estudiaremos otros tipos de capacidades térmicas, 
sobre todo en conexión con la termodinámica de sistemas magnéticos. 


s|2 


9, 


Figura 6.2 
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A fin de calcular la capacidad calorífica, cuya definición se enunció 
en el párrafo anterior, es necesario conocer tanto la ecuación de estado 
involucrada en el cálculo de d'W, como la ecuación que relacione la 
energía interna del sistema con las variables independientes escogidas 
para representar sus estados de equilibrio. Los problemas que se pre- 
sentan para conocer la forma analítica de esta última ecuación son de 
características similares a los discutidos en conexión con la ecuación 
de estado y sería inútil repetirlos. Sin embargo, para el caso particular 
de los gases, es posible obtener mayor información acerca de la natura- 
leza de esta ecuación, mediante el experimento de Joule-Gay-Lussac. 
Nótese, al respecto, que para tener una definición precisa de gas ideal 
es necesario tener un experimento más que permita correlacionar su 
energía interna con las otras variables de estado. 

El experimento es el siguiente. En un calorímetro aislado térmica- 
mente de los alrededores, una masa conocida de agua se encuentra en 
equilibrio con un dispositivo formado por dos recipientes conectados 
entre sí mediante una válvula; uno, conteniendo un gas a cierta presión 
y el otro, estando al vacio (véase la fig. 6.3). 

Cuando se abre la válvula que conecta a los dos recipientes el gas fluye 
libremente hacia B hasta ocupar el volumen V, + V,. Si esperamos hasta 
que se alcance el nuevo estado de equilibrio, observaremos que la lectura 
en el termómetro ha sufrido sólo una variación insignificante, implicando 
que el flujo de calor entre el gas y el agua fue casi nulo en la expansión. 

Si aplicamos la primera ley al proceso, obtenemos 


AU—W=0 
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Figura 6.3 
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puesto que Q <= O. Por otra parte, el proceso es una expansión libre y, 
por consiguiente, W = O, de donde concluimos que, para el gas 


AU =0. 


Entonces, para un gas real la energía interna no varía apreciablemente 
durante una expansión libre. Se supone entonces que si el experimento 
se hubiera realizado con un gas ideal la variación de la energía interna 
habría sido nula. En el experimento anterior el termómetro no sufriría 
variación alguna si el calorímetro se operase con un gas ideal; 
concluimos pues que la variación en la energía interna de dicho gas con 
respecto a un cambio en su volumen, cuando dicho cambio se realiza a 
temperatura constante, es igual a cero. Entonces, si tomamos V y 9 como 
variables independientes 


JU 
dU, = (Sm): dv, = 10) 
(0UN 
7), - (6.6) 


De acuerdo con estos dos resultados concluimos que para un gas ideal 
la energía interna es sólo una función de la temperatura, U = U (0). 

En general, un sistema ideal se define como aquél para el cual su 
energía interna U depende solamente de la temperatura 0. Más adelante 
veremos, como una consecuencia de la segunda ley de la termodinámica, 
cuál es la condición suficiente para que, conocida su ecuación de estado, 
se cumpla esta restricción. Para un gas monatómico o cualquier otro 
gas ideal para el cual C, = const., la forma de la ecuación de la energía 
puede deducirse fácilmente. En efecto, de (6.4b) 


dU 
Cy = (ar), osea dU = Cyd0 


y US | Cyd0 + const. 


Si C, no depende de 0 


const. (6.8) 
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Consideremos ahora un sistema o cuyo estado puede definirse por 
dos variables escogidas de la terna p, V, 6. Como U es una función ter- 
modinámica, para cada pareja de variables (p, V) (p, 0) o (V, 0) existe una 
ecuación 


U = U(p, 6); U = U(p, V); U = UL6, V). (6.9) 


Estas relaciones funcionales se llaman ecuaciones de energía del sis- 
tema o ecuaciones calóricas de estado. 

El estudio de estas ecuaciones puede realizarse en forma análoga al 
de la ecuación de estado, sin conocer su forma analítica. En efecto, consi- 
deremos 0 y p independientes y sometamos a va un proceso infinitesimal 
y reversible. Entonces, de acuerdo con la ecuación (5.11) 


d'Q = dU + pav 


pero 
U = U(p, 0) (6.10a) 
V = VIp, 6). (6.10b) 
Entonces 
JU JU 
dU = (7). dp ap (7, d0 (6.11a) 
oV oVv 
dV = (5. dp 4 5), d6. (6.11b) 


Sustituyendo estas ecuaciones en (5.11), obtenemos 


coll), o.) (8) (2) jee 


que representa el calor cedido o recibido por el sistema cuando p>p + 
dp y 0>0 + d6 en un proceso de esta naturaleza. 
Supongamos que p = const., dp = O 


vay _(2uY (av) - 
(27), á 90 ) +pl 90 ) sa and 


Como U, 0, p y V son funciones de punto, entonces C, es una función de 
punto cuyo valor es independiente del tipo de proceso realizado. Susti- 


tuyendo en (6.12) tenemos que 
a JU oV A 
d'Q = C,d0 + E ) +p e ). dp. (6.14) 
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Supongamos que V es constante. Entonces 





pero 


dp Y _ (4. 
E5).- (3), 050 


Ñ dp JU EVA 
E, ya (2 (3) +p dp > (6.16) 


En la ecuación (6.16) aparecen únicamente funciones termodinámicas, 
luego su validez es independiente del proceso seguido. Puesto que 


IVY — 0p _B 
(57. o Ce . x 
luego C,—Cr=-£ e) +p£xv 
0 
JU Xx 
5-8] at (C, —Cy) + pVx (6.17) 


La ecuación diferencial que rige el intercambio de calor para un sistema 
químico cuando éste sufre un proceso infinitesimal y reversible que 
cambia 9 >9 + d9 y p > p + dp, está dado, sustituyendo (6.17) en 
(6.14), según la siguiente expresión 


d'Q = C,d0 — $ (,=CJd (6.18a) 


y por unidad de masa 


pd 


d'q =c,d0— 
q = cd — 3 


(Cc, — C,) dp. (6.18b) 


Por otra parte, las ecuaciones (6.13) y (6.17) permiten escribir la 
correspondiente ecuación calórica de estado, en su forma diferencial, a 
saber 


dU = (C,— pVf) de + [pvx 3 (C,—C) ] dp. (6.19) 


Conocidos los resultados experimentales para x, 8 y C, (como vere- 
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mos más adelante C, queda determinado en función de estos datos) y 
las variables de estado, la integración de esta ecuación permite conocer 
a la energía interna como función de p y 6. Es conveniente enfatizar que 
la ecuación (6.19) es una diferencial exacta ya que Ues función de punto, 
en tanto que la ecuaciones (6.18 a y b) no lo son y, por tanto, su integra- 
ción dependerá del proceso específico realizado sobre el sistema. 
Como, por otra parte, según el experimento de Joule-Gay-Lussac, 
postulamos que la energía interna de un gas ideal sólo es función de 0, 


esto es 
JU JU 
(7), =0, (35), =0 (6.20) 
de (6.17) podemos escribir que 


C,—Cy=pVB=pV->=%R 


relación que debe satisfacerse para todo gas ideal. 


o bien por mol, 


PROCESO ADIABÁTICO EN UN GAS IDEAL 


Si la transformación que sufre el sistema está descrita por (6.18a), pa- 
ra un proceso adiabático d'Q = O, entonces 


O = Cjd0— $ (2, —Uy dp. 
ie 1 1 
Para un gas ideal, x = p p.= TÉ luego 


y como C, y C, son constantes para gases ideales monatómicos 


In 0 -( -+) In p + const. 


donde 
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Entonces 
In 0 = 2 mp + const. 
o sea que 
e y—1 Y 
0p * =const. obienp09 7 = const. 
también 


pu” = const. 
y combinando (6.22) y (6.23) obtenemos 


06v”1 = const. 


(6.22) 


(6.23) 


(6.24)! 


El trabajo realizado por un gas en una expansión adiabática es 


vf 


vf 
w= f pdu = const. j v* du = const. (1 — yv! 


vi 





= _ const. [uvF"—vu! -*); 


Sin embargo p.v? = psu] = const., luego, 


w= = pul 





También, como d'q = 0; |[du| = |dw| 
du = c,d0 
cuya integración conduce de inmediato a 


w = c.0,—0)). 


(6.25) 


(6.26) 


Es necesario hacer hincapié en que las ecuaciones (6.22), (6.23) y (6.24) no son 
ecuaciones de estado, sino ecuaciones que describen cómo cambian parejas de variables 
independientes a lo largo de un proceso adiabático y reversible que ocurre en un gas ideal. 
A lo largo de cada adiabática, la relación entre p, V y 0 sigue estando dada par la ecuación 


de estado del gas ideal. 
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LA REPRESENTACIÓN X — Y Y SU APLICACIÓN A 
SISTEMAS IDEALES 


La discusión presentada en las dos secciones anteriores se ha llevado 
a cabo para un fluido en general (p, V, 0) y para un gas ideal en particu- 
lar. Sin embargo, no todas las sustancias ideales, según la definición 
que se presentó en la página 72, tienen un comportamiento tan simple. 
De hecho, el gas ideal, como veremos aquí, es el sistema menos repre- 
sentativo de las sustancias ideales debido a la relación muy especial 
que guardan entre sí las variables de estado [confróntese la ecuación 
(3.16)]. 

A fin de abreviar la presente exposición y acostumbrar al lector a op- 
timizar los métodos de la termodinámica, usaremos una representa- 
ción general donde X es la variable intensiva, Y la variable extensiva y 0 
la temperatura. En este caso, a partir de la ecuación (5.8) y la hipótesis 
consistente en que U = U(X, Y), obtenemos la siguiente relación 


sm [0U JU 
d'Q = paz '] dX— [x— El ). ] dY (6.27) 
Mediante las ecuaciones (6.4 a y b) esta relación se transforma en 
A 00 90 
d'Q = C, (E ), dX + ce ). dY (6.28) 


que es la generalización de la ecuación (6.20B). 

Para un proceso adiabático d'Q = O, y usando la relación cíclica, 
ecuación (3.8), obtenemos la ecuación diferencial para este tipo de pro- 
cesos, a saber 


oY 
C, 9] dX = CdY (6.29) 


Si la sustancia es un sólido paramagnético. X = *, Y = My esta 
ecuación establece que 


IM 
Cee), d= Cr d M (6.30) 


se pueden enunciar fórmulas análogas a la anterior para otros sistemas, 
por ejemplo, una barra sujeta a tensión, un sólido dieléctrico, una 
membrana, etc. Sin embargo, aun suponiendo que todos estos siste- 
mas son ideales, es decir, U = U(0), la integración de la ecuación (6.30) 
no se obtiene de manera tan simple como en el gas ideal, debido que en 
ningún caso Cy — Cy = cte. Esto implica que la forma de las adiabáticas 
no es tan sencilla como las ecuaciones (6.22) —(6.24). 


78 APLICACIONES DE LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINÁMICA 


Consideremos la representación Y, 0. En este caso 
dQ = Cxd0—XdY (6.31) 


puesto que U es sólo función de 0. Al dividir dQ entre d6 y por un proceso 
a X constante, tenemos que 


o bien 


os =X ES (6.32) 


que es un resultado completamente general, válido para sistemas ideales. 
Por ejemplo, para el sólido dieléctrico que obedece a la ecuación (3.21), 
Y = p y por consiguiente 


E? 


C¿—C, = EN b (6.33a) 


que es una función de € y 0. 
Para el sólido paramagnético que obedece a la ecuación de Curie 
(confróntese el problema siete del capítulo cuatro) 
HO? 


Cr— Cu = 4 (6.33b) 


Para una barra elástica ideal cuya ecuación de estado es de la forma 
T= k(0) (L— Lo) 


donde Tes la tensión, L la longitud y k (0) una función arbitraria de la 
temperatura 


T? dk (0) 


LIO 


(6.33c) 


y así para otros sistemas. 

Estos resultados demuestran la afirmación anterior, ya que en cual- 
quier caso, excepto con el gas ideal, la sustitución de (6.32) en (6.29) 
conduce a la ecuación diferencial 


oY oY 
C, (2) ax 3 [C,— 222] dY (6.34) 
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cuya integración depende de la forma funcional de C, y de la forma de 
la ecuación de estado. Ejemplos concretos de estas integraciones están 
discutidos en el PTC, cap. 6. Volveremos a este punto de la representa- 
ción X — Y en el capítulo 8. 


PROPAGACIÓN DEL SONIDO EN GASES 


A lo largo del libro hemos subrayado que la termodinámica clásica 
sólo es aplicable a estados de equilibrio. Sin embargo, cuando defini- 
mos el término equilibrio en el capítulo uno reconocimos que existen 
estados, como los estacionarios, en los cuales las propiedades del sistema 
no cambian en el tiempo y, por consiguiente, son susceptibles de ser 
tratados por los métodos de esta materia. Como ejemplo de lo anterior y 
aprovechando los resultados obtenidos para procesos adiabáticos en 
gases ideales, a continuación estudiaremos la propagación del sonido 
en gases. 

Consideremos un tubo de sección constante A que contiene un gas 
noble, por ejemplo, argón. En este tubo introducimos un pistón (como 
se indica en la figua 6.4) de manera que su movimiento produzca una 
perturbación que se propague por el tubo en forma de un pulso. A su vez, 
este pulso produce en el tubo zonas en las cuales la densidad aumenta a 
costa de su disminución en zonas adyacentes (onda sonora). 

El deplazamiento del pistón, que suponemos ocurre a una velocidad 
Av, afecta al gas en la región vecina a la superficie de su cara interior y 
produce una perturbación que suponemos se propaga a una velocidad 
C¿. Una La presión del gas perturbado aumenta de su valor inicial p a 
una cierta cantidad Ap. Llamemos oy a la densidad del gas no perturbado 
y consideremos como sistema el gas encerrado en un cierto volumen 0, 








gas moviéndose 
con velocidad —= 


2 gas en 
Av 
estado esta- 
cionario a 
presión =p + Ap presión p 


velocidad del región de cambio 
pistón = Av de presión 





Figura 6.4 
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en la región en que el frente de la perturbación se encuentra en un ins- 
tante dado. 

Por conservación de la masa, la cantidad de gas que entra por segundo 
en esta región 


Q0Co A 
debe ser igual a la que sale 


(00 +A) (Co—Av) A 


donde C¿—Av es la velocidad relativa del gas. Esta igualdad implica que 
el gas dentro de 2 está en un estado estacionario y por consiguiente 


Cy Ao 


= — == 6.35 
Q0 + Ao 


De acuerdo con la segunda ley de Newton, el cambio en el ímpetu del 
gas es igual a la fuerza neta que actúa sobre el gas, Ap + A; luego 


Ap-A=C¿0/A + Av 
o bien 
Ap = Co 04 Av 
que combinada con la ecuación (6.35) implica que 


A 
ca 22 y (6.36) 
"ade 


Si ahora suponemos que la perturbación es pequeña, es decir, Ae < 
00 que el proceso es adiabático y el gas es ideal, por la ecuación (6.23) 
tenemos que 


dp _ 
de 
y por la ecuación (6.36) 
2 Ap 
cie [2 


luego 


O, y E (6.37a) 
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ecuación que por (3.18) se transforma en 


C, = Y e (6.37b) 


donde R es la constante del gas en cuestión [confróntese la ecuación 
(3.17)]. Esta expresión es muy útil en la práctica pues, dadas la relativa 
facilidad y alta precisión con que puede medirse C,, sirve para obtener 
valores de y y, por lo tanto, como una fuente experimental para obtener 
valores de capacidades caloríficas de gases ideales. 





CICLO DE CARNOT 


Una de las aplicaciones más fecundas de la termodinámica es la refe- 
rente a los procesos cíclicos, para los cuales evidentemente A U = O y, 
por lo tanto, Q + W = O. Estos procesos no sólo son la base de toda la 
teoría de las máquinas térmicas, tan socorridas en varias disciplinas de 
la ingeniería, sino también la base teórica de una forma para obtener el 
concepto de entropía, variable termodinámica fruto de la segunda ley 
de la termodinámica y que discutiremos en el siguiente capítulo. De 
particular importancia para esta discusión es el ciclo de Carnot que 
ahora expondremos como otra aplicación de la primera ley. 

Llamamos recipiente térmico o calorífico al recipiente que se en- 
cuentra a una temperatura uniforme 0 y puede intercambiar calor (¡pero 
no trabajo!) con sus alrededores sin alterar su estado de equilibrio, por 
ejemplo, océanos, atmósfera, corteza terrestre, etc. 

El ciclo de Carnot es un proceso que hace pasar a un sistema cual- 
quiera, sea un gas, un líquido, un sólido, radiación electromagnética, 
etc., por una sucesión de estados de equilibrio definidos por cuatro 
procesos reversibles: 


i) Una expansión isotérmica a una cierta temperatura 0,. 

ii) Una expansión adiabática hasta otra temperatura 0, < 0». 

iii) Una compresión isotérmica a la temperatura 0),. 

iv) Una compresión adiabática hasta el estado inicial a la temperatura 
O. 


Si el sistema sobre el cual se efectúa este proceso es un fluido, la forma 
de este ciclo en un diagrama p — V está representada en la figura 6.5. 
En este diagrama los puntos a, b y c son totalmente arbitrarios, pero d 
debe escogerse de manera que en la última compresión el sistema 
regrese a su estado inicial a, que está determinado por la naturaleza 
misma del sistema. 
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Figura 6.5 


En el proceso a > b el sistema absorbe cierta cantidad de calor |O,| 
de sus alrededores, de acuerdo con la primera ley 


u,—u,=19—|; pav. 


En el proceso c > d el sistema cede a los alrededores una cantidad de 
calor —|Q;,|. 

De acuerdo con la primera ley de la termodinámica aplicada a todo el 
ciclo, AU = O y, por tanto, con base en la convención adoptada para el 
signo del trabajo 


Q.: = 192 —|9,|=— W (6.38) 
donde 
W=Woa + We. + Wa + Wa (6.39) 
y Obviamente 
[Was] + |W,.] > [Wes] + [Wal 
luego 


1921 > 191). 
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El dispositivo práctico que sirve para realizar un ciclo de Carnot, se 
conoce como máquina de Carnot y es la base sobre la cual operan todas 
las máquinas térmicas. Esta máquina consiste de un cilindro dotado de 
un pistón; las paredes laterales del cilindro y el pistón están térmica- 
mente aislados, y la base del cilindro es una pared diatérmica. La má- 
quina también tiene una plancha aislante y dos fuentes térmicas a las 
temperaturas entre la cuales quiere realizarse el proceso, a saber, 0, y 0, 
(0, > 01). La sustancia operante contenida en el cilindro es en general un 
fluido. 

La expansión inicial se realiza cuando el cilindro se pone en contacto 
térmico con la fuente a temperatura 0, y el pistón se mueve lentamente 
de modo que el volumen se expanda hasta alcanzar el estado arbitrario 
b. En este punto se coloca el cilindro sobre la plancha aislante y puede, 
lentamente, hacer una nueva expansión hasta que la temperatura dis- 
minuya el valor 0,. De nuevo se coloca el cilindro sobre la fuente 0, y se 
comprime el sistema hasta un estado tal que al colocar el cilindro sobre 
el aislante y comprimir nuevamente, se regrese al estado inicial. Es claro 
que durante la expansión isotérmica reversible el gas absorbe de la 
fuente caliente una cierta cantidad de calor Q, > O, en tanto que la 
correspondiente compresión, cede a la fuente fría una cantidad de calor 
Q, < O. Cuando el ciclo se ha completado, el trabajo neto realizado por 
el sistema (es decir, la sustancia operante) es igual al calor recibido de la 
fuente caliente, menos el calor cedido a la fuente fría. Este proceso es 
común a todas las máquinas térmicas. 

La eficiencia de una máquina térmica se define como 


 =IWL -. 10) 14 -, 184 
“SHA > 10 19] ii 





luego y < 1. 

Si la máquina de Carnot se opera en sentido contrario, el ciclo debe 
recorrerse en sentido opuesto al indicado en la figura 6.5 y se obtiene el 
proceso llamado refrigerador de Carnot. En este proceso se extrae 
una cierta cantidad de calor Q, de una fuente fría, transfiriendo al sistema 
una determinada cantidad de trabajo W. La energía W +0Q, es cedida 
por el sistema a una fuente caliente y de acuerdo con la primera ley 


+ W=|0,|—[0.| 
—= W = 19,1 —19,| 


esto es, la ecuación (6.38) no cambia. El coeficiente de rendimiento e para 
un refrigerador se define como 
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¡9 19 
—w ” 70.119, a 


e= 

y e sí puede ser mayor que uno. 

Simbólicamente, las operaciones de una máquina y un refrigerador 
de Carnot se representan por las figuras 6.6 y 6.7, respectivamente. 

Para calcular la eficiencia de una máquina de Carnot es necesario co- 
nocer la ecuación de estado de la sustancia operante, al menos en esta 
etapa. Consideremos como ejemplo un ciclo de Carnot realizado con 
una máquina cuya sustancia operante es un gas ideal. Entonces 


W= Wo + W,. + Wes + Wa 





Vb 
w=-| pdV =—vR 0, 1n e < O ya que V, > V, 
Va a 


y el sistema cede trabajo 


Vd 
w..=-| paV =—»R b, In > O ya que Va < V. 
Ve c 


+ W,. = U. — O, 
por ser un proceso adiabático 


W,. = vCy(0, — 07) 


ZA Y y Y 
62 Y 02 Y 
Y A A Y O 
Q2 Q 
OO 
Q; Q 
y 7 
01 0; 
ZA e 


Figura 6.6 Figura 6.7 
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y análogamente 
Wo. = "Cv(0, — 0,) 


luego 








vV, V. 
W=—vR (0 ln v. + 6, 1n v. ) 


Ahora, como la sustancia operante es un gas ideal U, =U, y -W.,=|04l, 
entonces 








V v 
0, ny + 0, ln v. 
y = 
V, 
0, 1n v. 


Como b y c están sobre la misma adiabática, usemos (6.24) 


vio, = vr, 











y 
vio, = vi? 0, e 5 _ 
a d 
luego 
-%44 _1_% 
¡Feli "e 1 O (6.42) 


Comparando (6.40) y (6.42) tenemos que 








0, [9;| 
1 LL =1— z 
0, 192! 
O bien 
9,l = 192| (6 43) 
6, 0, * " 
Análogamente 
0 


(6.44) 
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En efecto 
1_ Q|—[Ql _1Ql _,_ 0%, 
€ 19,| 19,| 0, 
0, — 01 
0, 





que es el resultado deseado. 
La ecuación (6.43) se puede escribir como 


19» | =0 


+ D, 


__19r| 
0 


que es un caso particular del teorema de Clausius. 

Es importante señalar que los cálculos realizados en este ejemplo para 
un gas ideal no se obtienen de manera tan simple ni directa cuando la 
sustancia Operante es otra, aun suponiéndola ideal (excepto la ra- 
diación electromagnética). El lector interesado en este tema puede con- 
sultar los problemas del capítulo 6 del PTC, donde además se discuten 
varios ciclos de interés en la teoría de máquinas térmicas. 


PROBLEMAS 


6.1. Demuéstrese que la regla de Dulong-Petit implica que la cantidad de calor 
necesaria para elevar la masa de un sólido un grado a temperaturas or- 
dinarias, es independiente de la masa de los átomos que constituyen el 
sólido. ¿De qué depende entonces? 

6.2 Usando la ecuación (6.6.) demuéstrese que para un gas ideal 


uy _ 
(57), + 


6.3. Demuéstrese que si 9 y V son las variables independientes 
a)C,es una función de punto dada por (5) s 
v 


C.= Ey 


b)d'9Q = C.d0 + BV 


dv. 


c) Exprésese la ecuación calórica en su forma diferencial. 


6.4. Si0 y p son las variables independientes 





/ Eon Cyx € 
d O = g dp + ¿y dv 


Exprésese la ecuación calórica en su forma diferencial. 


6.5. 
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Obténgase las ecuaciones (6.23) y (6.24). Verifiquense los resultados ob- 
tenidos usando por lo menos dos procesos distintos. 


. A) Demuéstrese que C, > C, y, por tanto, y > 1. 


b) Demuéstrese que la pendiente de una adiabática es mayor que la de 
una isoterma para un gas ideal, en un mismo punto. 


Pruébese la ecuación (6.44) a partir del ciclo de la figura 6.6. 
Mediante las ecuaciones (5.11) y (6.7) demuéstrese la ecuación (6.21). 
Usese la representación Y—6 para un sistema ideal y demuéstrese que si 
Cy, =const. las adiabáticas tienen la forma exponencial dada por 


0 = C.exp. (es) 


donde a y C son constantes. Supóngase que X = abY. 


Segunda ley de la 
termodinámica 


INTRODUCCIÓN 


Al hacer una retrospectiva de las dos leyes de la termodinámica ante- 
riormente discutidas, vemos que en ambos casos observaciones muy 
generales sobre el comportamiento de sistemas termodinámicos han ser- 
vido para introducir, o si se quiere, postular la existencia de dos va- 
riables termodinámicas: la temperatura 0 y la energía interna U. La 
concepción misma de estas variables es relativamente simple, pues están 
asociadas con conceptos que nos son familiares en la vida cotidiana. 

La segunda ley de la termodinámica no difiere de las dos anteriores ni 
en su contenido ni en sus consecuencias. Su enunciado tradicional se 
deriva de un hecho de todos bien apreciado, y genera otra variable de 
estado conocida como la entropía. La diferencia radical entre esta va- 
riable y 0 o U consiste en que su significado fisico no es trivial. De hecho, 
siempre ha constituido un verdadero reto a los expositores de la termo- 
dinámica, presentar tal significado dentro de un contexto estrictamente 
macroscópico, esto es, sin recurrir al tan trillado y un tanto ajeno con- 
cepto de desorden molecular. 

En este capítulo discutiremos el enunciado convencional de la segunda 
ley de la termodinámica y veremos cómo a partir de él y usando la pro- 
piedades de los ciclos reversibles se obtiene una definición de entropía, 
por ejemplo, la ecuación (7.21). El método aplicado no es simple ni aclara 
el significado físico de esta función, no obstante es el método más común 
para definir la entropía. Recientemente se ha empleado un método al- 
ternativo basado en las ideas del matemático Caratheódory para pre- 
sentar el contendio intrínseco de la segunda ley y mostrar que el 
recíproco de la temperatura es un factor integrante de d'Q y la diferen- 
cial exacta resultante es la de la función entropía. Aunque atractivo 
por sí mismo, factible a la geometrización de las ideas subyacentes e in- 
dependiente de conceptos como ciclos reversibles, máquinas térmicas, 
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etc., este método es estrictamente matemático y tampoco contribuye 
mucho a esclarecer el concepto de entropía. El lector interesado puede 
consultar las obras aquí citadas! para profundizar más en el tema. 

En opinión del autor, la conceptualización más simple y directa de la 
entropía surge como una necesidad de la termodinámica al examinar 
cuidadosamente el comportamiento de sistemas aislados cuando se re- 
mueven una o varias de sus restricciones. Como veremos al final del 
capítulo, la entropía está asociada de manera natural con el “índice o 
grado de restricción” de todo sistema aislado. De esta forma se evitan 
argumentos complicados e incluso ajenos a la termodinámica para en- 
tender el significado de esta función. 

Las ideas subyacentes a la caracterización anterior fueron introduci- 
das hace ya casi 20 años por H. Reiss en una excelente obra sobre la 
materia? que no tuvo el impacto adecuado y que actualmente no está en 
circulación. 


FORMULACIÓN TRADICIONAL 


De acuerdo con la primera ley de la termodinámica, todo proceso que 
ocurre en un sistema dado debe satisfacer el principio de conservación 
de la energía, incluyendo el calor. Esto es, para dicho proceso la va- 
riación en la energía interna del sistema, debe ser igual a la suma al- 
gebraica de las cantidades de calor y trabajo que el sistema intercambia 
con sus alrededores 


AU =Q + W. (7.1) 


Esta ecuación establece que todo proceso cuyo único fin sea el de crear 
o destruir energía, es imposible, esto es, niega la existencia de un per- 
petum mobile de primera clase. 

Sin embargo, la primera ley nada nos dice acerca de la dirección en 
que un proceso debe o puede ocurrir en un sistema. Así, dentro del con- 
texto de dicha ley, no existe limitación alguna para transformar energía 
de una forma a otra, por ejemplo, calor en trabajo o viceversa. En efecto 
la segunda posibilidad, transformación de trabajo en calor, puede 


1M. Born, The Natural Philosophy of Cause and Chance, Oxford University Press, Ox- 
ford, 1949. 

M. W. Zemansky y R. H. Dittman, Heat 8 Thermodynamics (loc. cit.) 

T. W. Marshall, Am. Jour. Phys., vol. 46, núm. 2, pág. 136, 1978. 

P. T. Landsberg, Am. Jour. Phys., vol. 51, núm. 9, pág. 842, 1981. 


2H. Reiss, Methods of Thermodynamics, Ginn €: Blaisdell, Nueva York, 1966. 
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ocurrir por fricción entre dos superficies, por el paso de una corriente 
eléctrica a través de una resistencia, etc. Pero la experiencia nos dice 
que la primera alternativa solamente es realizable bajo limitaciones 
muy severas. Esta restricción en la dirección en que un proceso dado 
puede o no ocurrir en la naturaleza, se manifiesta en todos los procesos 
inducidos o naturales. En efecto, siempre observamos que un gas com- 
primido tiende a expandirse, que el calor fluye de los cuerpos calientes 
a los fríos, etc., pero nunca observamos que estos procesos ocurren es- 
pontáneamente en dirección opuesta. La segunda ley de la termodiná- 
mica es, de hecho, la generalización de estas observaciones y a través 
de ella vamos a definir una variable termodinámica, la entropía, tal 
que asociado al cambio de su valor entre dos estados de equilibrio de un 
sistema, habrá un criterio para decidir si un proceso dado entre dichos 
estados puede ocurrir o no y bajo qué condiciones. 

Este criterio, como se verá más adelante, es equivalente a negar la 
existencia de un perpetum mobile de segunda clase, un proceso cuya 
única finalidad sea la de extraer calor de un cuerpo y convertirlo 
integramente en trabajo. De no ser así se podría, enfriando la atmósfera, 
la corteza terrestre, el agua de los océanos, etc., que poseen energía tér- 
mica prácticamente ilimitada, construir un dispositivo que extrajera 
calor de los cuerpos y lo convirtiera íntegramente en trabajo. 

Aunque existen varias formas de enunciar la segunda ley, dos de 
ellas, debidas a R. Clausius y a W. Thomson (Lord Kelvin), exhiben de 
manera más directa las experiencias arriba discutidas, de allí que las 
adoptaremos como la generalización de la evidencia experimental que 
constituye la segunda ley de la termodinámica. Estos enunciados son: 


Kelvin-Planck. Toda transformación cíclica cuya única finalidad sea 
absorber calor de un cuerpo o fuente térmica a una temperatura dada y 
convertirlo íntegramente en trabajo, es imposible. 

Clausius. Toda transformación cíclica cuya única finalidad sea trans- 
ferir una cierta cantidad de calor de un cuerpo frío a uno caliente, es im- 
posible. 


Es importante enfatizar el hecho de que en ambos enunciados aparece 
la frase cuya única finalidad. Esto implica que una vez completado el 
ciclo, el sistema termodinámico correspondiente regresa a su estado 
inicial y los alrededores permanecen inalterados. En otras palabras, los 
procesos involucrados en estos enunciados sí pueden realizarse, pero a 
costa de cambios de estado de los alrededores o de otros sistemas. 

A pesar de exhibir contenidos aparentemente desligados entre sí, estos 
enunciados son equivalentes, lo que demostramos a continuación. 
TEOREMA 7.1. Los enunciados de Kelvin (K) y Clausius (C) son equiva- 
lentes. 
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DEMOSTRACIÓN. Usamos la proposición lógica 
SiK=CyC=KentoncesC » K (7.2) 
donde K y C indican la negación de ambos enunciados. 


a) Supongamos K, es decir, que el enunciado de Kelvin es falso. Esto 
implica que existe una máquina que operando en ciclos no hace otra 
cosa más que extraer cierta cantidad de calor Q de una fuente térmica a 
temperatura 0 y convertirla integramente en trabajo. A su vez, esta can- 
tidad de trabajo W puede transformarse integramente en calor mediante 
algún proceso disipativo (fricción), y el calor resultante Q utilizarse para 
elevar la tempertura de otro cuerpo. Si este cuerpo se toma con una 
temperatura inicial 0” > 0, hemos construido un dispositivo cuya única 
finalidad es transferir una cantidad de calor Q de un cuerpo frío a uno 
más caliente, lo cual constituye una violación al enunciado de Clausius. 
Esto es, K > C. 

b) Supongamos ahora C. Esto implica que existe un proceso cíclico 
cuya única finalidad es transferir cierta cantidad de calor de un cuerpo 
frío a uno caliente (véase la fig. 7.1). Entre estos cuerpos, que considera- 
remos como fuentes térmicas, podemos poner a operar una máquina 
reversible que extraiga una cantidad de calor Q + Q”' de la fuente ca- 
liente, lo convierta parcialmente en trabajo W y ceda a la fuente fría 
otra cantidad de calor igual a Q. De acuerdo con la primera ley 


-W =(19"| + IQ) —|9| = 19”| 


y hemos construido entonces un dispositivo que al operar en ciclos sólo 
convierte calor integramente en trabajo, esto es, € = K. 

De los resultados obtenidos en (a) y (b) concluimos que C + K, es decir, 
ambos enunciados son equivalentes. 

Si bien es cierto que la segunda ley prohíbe la construcción de una 
máquina que operando en ciclos y en contacto con una sola fuente tér- 
mica, convierta calor en trabajo, nuestra experiencia nos dice que esta 
conversión sí es posible cuando existen dos o más fuentes. Como 
ejemplo de esto último tenemos la máquina de Carnot. Los siguientes 
teoremas permiten establecer ciertas características generales de las 
máquinas térmicas como consecuencia de la segunda ley de la termodi- 
námica. 


TEOREMA 7.2 (Carnot). Ninguna máquina térmica operando en ciclos 
entre dos fuentes con temperaturas fijas, tiene una eficiencia mayor 
que la de una máquina reversible operando entre las mismas fuentes. 
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W=(Q+0Q)-0Q=0Q' 





Figura 7.1 


DEMOSTRACIÓN. Sea R la máquina reversible (por ejemplo, una de 
Carnot) e lla máquina arbitraria. Se operan ambas máquinas de manera 
que produzcan el mismo trabajo W, lo cual siempre es posible. Entonces 
tenemos 


Para I Para R 
—W =|0;|—|0;| —W =|9,|—19,| 
PA 4 o 
"> 10;| E |0»| 
Hipótesis: MW > Me 
por lo que 1921 > 19;|. 


Como por otra parte 
19:1—/9;|=19.1—19,! 
tenemos que 10,I—l03|=19,1—l9| > 0- 


o bien 1911 > 19). 
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Si usamos ] para operar a R como refrigerador, hemos construido un 
dispositvo cuya única finalidad es extraer la cantidad de calor 
19,|—109;| de un recipiente frío y transferirlo a uno caliente (véase la 
fig. 7.2), lo cual contradice el enunciado de Clausius. Entonces 


M < Mr- (7.3.) q.e.d. 


Nótese que este resultado sólo indica que la eficiencia de cualquier 
máquina operando en ciclos, no puede ser mayor que la de una máquina 
reversible operando en las mismas condiciones, pero no se ha demos- 
trado que la eficiencia de una máquina irreversible, es menor que la de 
una reversible; es más, no hemos definido a la máquina irreversible. 


COROLARIO 7.2.1. Todas las máquinas reversibles (por ejemplo, las má- 
quinas de Carnot con diferentes sustancias operantes) operando entre 
dos recipientes térmicos a temperaturas dadas, tienen la misma eficiencia. 


DEMOSTRACIÓN. Sean R, y R; dos máquinas reversibles operando entre 
dos recipientes con temperaturas 0, y 6,, donde 0, > 0, y se tienen las 
mismas condiciones que en el teorema de Carnot. Entonces, si R, opera 
a R, como refrigerador, según la ecuación (7.3) tenemos que 


Vr2 E Mai 
Y 
02 Y 
ds Th, 
Q2 
Q; 


0, 


Figura 7.2 
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y si R, opera a R, como refrigerador, entonces 


M1 S M2 
por lo que 


Nr1 = Mar2 (7.4) 


para toda R, y R,. 

De este corolario se obtiene un resultado muy importante en termodi- 
námica, a saber, la escala universal o termodinámica de temperaturas, 
que discutiremos a continuación. 


ESCALA UNIVERSAL O TERMODINÁMICA 
DE TEMPERATURAS 


La ecuación (7.4), que es el enunciado matemático del corolario 
7.2.1, significa, desde un punto de vista fisico, que si ponemos a operar 
una serie de máquinas reversibles con diferentes sustancias operantes 
entre dos fuentes térmicas a temperaturas 0, y 6,, donde 0, > 6,, entonces, 
independientemente del sistema operante o la forma del ciclo, la rela- 
ción |Q,| / |Q,| para cada una de estas máquinas tiene el mismo valor 
numérico. Esto implica que |Q,| / |Q,| sólo debe ser función de las tem- 
peraturas de las fuentes, esto es 


19»! y 0 
1Q,| = fl0,, 1) (7.5) 


donde f no dependerá de la naturaleza de la sustancia operante, es decir, 
es una función universal de 6. En particular, si la sustancia operante es 
un gas monatómico ideal y la escala usada para medir temperaturas es 
la del gas ideal, entonces 


[Q.| __0, (7.6) 








que es un resultado que ya habíamos obtenido anteriormente. Sin em- 
bargo, es fácil demostrar que la función f(0,, 0,) satisface la relación 


_ HF0y, 0) 
J0,, 07) = LONA 2) E (7.7) 


En efecto, para una máquina C, que opera entre dos fuentes a tempe- 
raturas 0, y 0, absorbe |Q,| unidades de calor de la fuente caliente 0, y 
cede |Qp| a la fuente fría 0,, tenemos 
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[Q21 _ 
[00 | = fl07, 0,). (7.8) 


Análogamente, para una máquina C, que opera entre 0, y 0,, donde 0, 
>0, > 07, tenemos 





In = ÑO, 04). (7.9) 





Ahora consideremos un ciclo compuesto C, + C,, en el cual C, opera a 
C, como refrigerador (véase la fig. 7.3). En este caso al final del ciclo C, + 
C, ha absorbido |Q,| unidades de calor de la fuente a 0,, ha cedido |[Q,| a 
6, y ha producido —W = —W, + W, = |Q,|—|0Q,| unidades de trabajo. 
De acuerdo con la ecuación (7.5) 





10.0 


Mediante las ecuaciones (7.8) y (7.9), tenemos 





A 

ao — 410200) 
1Qo! 

Y Y 

0 0 

Y Y O % 

1Q»| 194] 

1Q0| 100! 

S 


Figura 7.3 
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que es precisamente la ecuación (7.7). Más aún, como 0, es arbitraria y 
no aparece en el miembro derecho, es claro que fl0,, 6:) = «g(0,), (i = 1,2) 
donde « es una constante arbitraria. Entonces 


19,| g(0,) (7.10) 








Ahora nos referiremos a la función g(60). Por una parte, como 0 es una 
temperatura empírica, es imposible determinar la forma analítica de 
g(6). Sin embargo, ya que la escala de temperaturas es arbitraria, vamos 
a introducir una nueva temperatura T proporcional a g(60). Así pues, 
(7.10) se reduce a 


[Qi] > Ti” 





Jal. El (7.11) 


Al escoger T de tal manera que Toapor 1,0 — Thiero = 100%K, obtenemos 
una nueva escala que recibe el nombre de escala termodinámica o 
universal de temperaturas. Es importante hacer notar que esta nueva 
escala es independiente de las propiedades de cualquier sustancia ter- 
mométrica y sólo depende de las propiedades de los ciclos de Carnot. Por 
otra parte, cuando el ciclo de Carnot opera en particular con un gas ideal 
19,| / |Q,| = 0,/6, y como la escala para 0 se ha tomado idéntica a la de 
T, concluimos que 


T=0 (7.12) 


en todo el intervalo donde es aplicable la temperatura con respecto al 
gas ideal. Con esta definición de temperatura, la eficiencia de toda má- 
quina de Carnot se puede deducir fácilmente. En efecto, usando la 
ecuación (7.11) 








—W a 1Q,| _ T _T¿— T 
AAA (7-18 


y esta ecuación es válida independientemente de cuál sea la sustancia 
Ooperante. 
El coeficiente de rendimiento de un refrigerador de Carnot será igual a 

















€ = an 
A —w_._19:| = y 9 292 da 
€ 19, | 19»| 19, | 191! T;, Ay 
T; 
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También es importante hacer notar que el corolario 7.2.1 permite vi- 
sualizar con toda claridad que la segunda ley de la termodinámica no es 
suficiente para esclarecer el concepto del cero absoluto, a pesar de que 
la escala termodinámica de temperaturas es independiente de las pro- 
piedades de la materia. En efecto, consideremos una máquina de Carnot 
operando entre dos recipientes térmicos con temperaturas T, y T,, res- 
pectivamente (T, > T,). Mediante la ecuación (7.13) obtenemos que 


T, = T, l + (7.15) 


1921 27) 


Esta ecuación aparentemente indica que T, jamás puede alcanzar el 
valor cero, ya que esto requeriría la igualdad —W =|0Q,| que constituye 
una violación inmediata al enunciado de Kelvin—Planck. Así, la 
conclusión sería que el cero absoluto es inalcanzable. Sin embargo, un 
examen más cuidadoso de la situación nos hace ver que esto es in- 
correcto. En efecto, hagamos tender T, a cero. La ecuación (7.11) auto- 
máticamente nos indica que en dicho límite T, —>0, lo cual daría lugar a 
una situación trivial, o |Q,| —>0. Esta última alternativa no conduce ne- 
cesariamente a la conclusión de que el cero absoluto es inalcanzable. 
Cierto es que hemos producido un dispositivo para el cual —W = |Q,| y 
se viola la segunda ley, pero en éste, la fuente fría no juega ningún papel, 
ya que no interacciona con el resto del sistema. 

Para obtener un resultado conclusivo sería necesario tomar un proceso 
límite en el cual la fuente fría no dejara de fungir como tal, esto es, se 
mantuviera acoplada a una máquina reversible. Este análisis solamente 
indica que tal proceso límite está fuera de los alcances de la segunda 
ley. 

Vamos ahora a extender nuestras consideraciones a un número dis- 
creto de fuentes térmicas, a fin de construir la función entropía men- 
cionada en la introducción de este capítulo. Para ello consideremos el 
siguiente teorema: 


TEOREMA 7.3 (Clausius). Sea v un sistema operando en ciclos entre n re- 
cipientes térmicos a temperaturas T,, T2,..., Ta, y |Q,| la cantidad de calor . 
intercambiada entre d y el recipiente a la temperatura T,, donde |Q,| > 
O si es absorbido por gd y negativo en caso contrario. Entonces 


y 19 o, (7.16) 





DEMOSTRACIÓN. Vamos a introducir n máquinas reversibles y una fuente 
auxiliar a una temperatura Ty. La i-ésima máquina reversible C, operará 
entre las fuentes a temperaturas T, y T,, respectivamente. Además, el 
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ciclo de C, se realiza de manera tal que ceda a la fuente a temperatura T, 
una cantidad de calor |Q,| igual a la que v absorbió de ella, o viceversa. 
Finalmente, llamemos |Q,,p| a la cantidad de calor intercambiada entre 
C, y la fuente a la temperatura T,. De acuerdo con la ecuación (7.11) 
tendremos entonces que para cada C, (i = 1, 2,..., n) se cumple 


19! Ti 


[Qs ol To 


Consideremos ahora un ciclo compuesto formado por un ciclo de o y 
un ciclo de cada una de las máquinas reversibles C,. Al final de este 
ciclo, las fuentes térmicas permanecen inalteradas debido al modo de 
operar impuesto sobre las C,, y, a su vez, éstas y o regresan a su estado 
inicial. Entonces, tenemos una transformación en la cual sólo ha 
ocurrido una transferencia de calor, [Q,| entre las n máquinas rever- 
sibles y la fuente a la temperatura T,. Evidentemente 
19. 


[Qol = y [Qi o! = To pa mp 
¿=1 i=1 i 


Por otra parte, de acuerdo con la primera ley de la termodinámica 
[Qo| = —W, siendo W el trabajo neto realizado por y sobre el sistema y el 
conjunto de máquinas reversibles durante dicha transformación. Si 
—W fuese positivo, tendríamos un mecanismo que operando en ciclos 
sólo hubiera tomado una cierta cantidad de calor |Q,| de la fuente a T, 
para convertirlo integramente en trabajo, violando así el enunciado de 
Kelvin-Plank. Esto implica que —W < O y, por tanto, usando la forma 
explícita para |Qp/|, tenemos que como T, + 0 


hd LA q.e-d. (7.17) 
i=1 T, 


COROLARIO 7.3.1. Si a opera en ciclos reversibles 
y 19. | 
i=1 T; 





=0, (7.18) 


DEMOSTRACIÓN. Si gd es reversible podemos invertir la dirección del ciclo 
compuesto construido en la demostración del teorema anterior, con el 
único resultado de un cambio de signo en las cantidades de calor |Q,| 
involucradas. Entonces, la ecuación (7.17) sigue siendo válida, pero en 
la forma siguiente 


Z (—19.|) 
py a O. 
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Este resultado combinado con la ecuación (7.17) conduce directamente 
a la ecuación (7.18). 


COROLARIO 7.3.2. Si y opera entre una distribución continua de fuentes 


$ 8 0 (7.19) 





T 


donde ¿ representa la integral realizada sobre todo el ciclo y d'Q la can- 
tidad de calor intercambiada entre el sistema o y la fuente a la tempera- 
tura T. Si el ciclo de o es reversible, entonces 


d'Qre _ 
pe =0 (7.20) 


donde T es la temperatura del sistema o de la fuente indistintamente. 
En este caso omitimos el signo de valor absoluto en d'Q porque puede 
ser positivo o negativo. 


DEMOSTRACIÓN. Pasar de una distribución discreta de fuentes a una 
continua, es un proceso límite bien conocido, esto es 


" ! d' 
im Y 19;| sl És 


3-0 ¡=1 Mi 








El teorema de Clausius contiene el resultado medular en esta formu- 
lación de la segunda ley de la termodinámica, en conexión con la cons- 
trucción de la función entropía. Los teoremas siguientes sólo son los pasos 
formales necesarios para definir esta función. 


TEOREMA 7.4. Si gd es un sistema termodinámico cualquiera y A y B 
representan dos de sus estados de equilibrio, entonces, para toda tra- 
yectoria que represente un proceso reversible entre A y B, el valor de la 
integral 


e d'Qre 
a T 


es el mismo, independientemente de cuál sea la trayectoria seguida. 


DEMOSTRACIÓN. En el espacio de estados del sistema o, los estados A y B 
están conectados entre sí por trayectorias continuas que representan 
los diversos procesos reversibles que pueden ocurrir entre ambos. Sean 
I y Il dos trayectorias arbitrarias. Entonces, el ciclo AIBIIA (véase la fig. 
7.4) es reversible y, por tanto, de acuerdo con la ecuación (7.20) 


100' 


Figura 7.4 


$. LQ=o 


AIBILA - y 


Claramente 


B A 
AIBIA MJ A (DY B 


Ahora, si invertimos la dirección del proceso representado por II, lo 
único que ocurre es que las cantidades de calor involucradas cambian 
de signo y, por tanto 


f: d , » BO O f: d , la 
(ID A T mm Ja T 
por lo que 
fl d A Q LEY. = f: d d rev 
o Ja T m Ja T 


para 1 y Il arbitrarios. q.e.d. 
Este teorema nos demuestra que d' Q/T es una diferencial exacta para 


todo proceso reversible y, por tanto, que la integral de línea por es, 
para dichos procesos, una función de punto, de manera que su valor 
puede expresarse como la diferencia entre los valores numéricos de 
una función que depende solamente de los puntos extremos. De aquí 
surge de inmediato la siguiente: 
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DEFINICIÓN. Sea o un sistema dado y O uno de sus estados de equilibrio 
arbitrariamente seleccionado como un estado estándar. Si A es otro 
estado de equilibrio cualquiera, definimos la entropía de A con res- 
pecto a O como 


= ¡¡ d' rev 7 21 
S(A) = p a (7.21) 
TEOREMA 7.5. Si A y B son dos estados de equilibrio de un sistema y 
á d' rev 
S(B) —S(A) = |, La (7.22) 


DEMOSTRACIÓN. Tracemos una trayectoria reversible que vaya de A aB, 
pasando por el estado O. Entonces, mediante el uso de una propiedad 
bien conocida de integrales de línea 


f: d'Qre = f: d'Qre + l: d'Qre 
A T A T 0 T 


Por otra parte 
*. Os * Os - S(A 
| 1 j T dl 


0 


y recurriendo a la ecuación (7.21) el resultado se obtiene trivialmente. 


COROLARIO 7.5.1. La entropía de un sistema está determinada hasta 
una constante aditiva. 


DEMOSTRACIÓN. Sea O” otro estado estándar arbitrariamente escogido y 
S'(4) la entropía del estado A referida a O”. Por la ecuación (7.21) 


, 0 / 2 É 
d Qu. " Lo + f: pe = S(A) + const. 


Jo, 


¡fa 
S'(A); =| , 
o | 

donde la constante es igual a la entropía de O referida a O”. 

Con este teorema concluye la primera parte del programa previsto en 
los antecedentes de la segunda ley de la termodinámica. Hasta aquí hemos 
definido una nueva variable termodinámica?, la entropía de un sistema, 
que como tal es una función de punto y, por lo tanto, su valor no depende 
de la trayectoria del proceso mediante el cual es alcanzado el estado de 
equilibrio a que se refiere. El teorema 7.5 simplemente establece un 


3Es conveniente hacer notar que, por definición, S es una variable extensiva. 
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modo operacional para calcular diferencias de entropía entre estados 
de equilibrio, a saber, sustituir el proceso real por un proceso reversible 
d'9 

T 
la correspondiente trayectoria. Si el proceso es infinitesimal, entonces 
el cambio en la entropía será dS, donde 





entre dichos estados y calcular la integral de línea de a lo largo de 


e d'Q.. 
dS = —— (7.23) 


Esta ecuación contiene explícitamente a T* como el factor integrante 
que convierte a la diferencial inexacta d'Q en una diferencial exacta dS 
para procesos reversibles. En este caso, d'Q está relacionada con otras 
variables de estado U, X,, Y,, a través de la ecuación (5.8), la cual susti- 
tuida en (7.23) genera una forma diferencial que relaciona exclusiva- 
mente variables termodinámicas, a saber 


(7.24) 





Esta ecuación es tan importante en termodinámica que merece una 
atención especial, por lo que pospondremos su discusión para un 
capítulo posterior. 

Vamos ahora a estudiar algunas propiedades de la función S, me- 
diante las cuales lograremos llegar al segundo objetivo previsto, esto es, 
establecer un criterio sobre cuándo y en qué circunstancias puede 
ocurrir un proceso dado en un sistema cualquiera. Estas propiedades 
derivan del siguiente 


TEOREMA 7.6. Si o es un sistema cualquiera y A y B dos de sus estados 
de equilibrio, entonces 


A 


j' 2 < S(B) — S(A) (7.25) 


para cualquier proceso entre A y B. 


DEMOSTRACIÓN. Sea Il una trayectoria que representa un proceso irreversible 
entre A y B, y R otra trayectoria que representa un proceso reversible 
(véase la fig. 7.5). Según el teorema de Clausius (7.3), como el ciclo 
AIBRA no es reversible, se satisface la ecuación (7.19), a saber 


0 4 o. 
ABRA T 
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(1) 


R 
A 
Figura 7.5 
Obviamente 
e B , A , 
d9 - ag | d'Que 
$ u9 0) T * im). rd 
AIBRA 
B , 
| 9 | s(a) — S(B) < 0 
o Ja T 


de acuerdo con la ecuación (7.22) aplicada a la trayectoria R. De aquí se 
sigue que para ] arbitraria entre A y B tenemos que 


, f: 49. < S(B) SIA). q.e.d. 


Claramente, el signo de igualdad vale si en particular I es un proceso 
reversible, como ya hemos visto. 


COROLARIO 7.6.1. (Principio de incremento de la entropía). Para todo 
proceso que ocurre en un sistema aislado y cerrado, la entropía nunca 
puede disminuir. 

La demostración de este corolario es trivial. Como el sistema está 
aislado d'Q = O para toda porción de la trayectoria y, por tanto 


S(B) > S(A). (7.26) 


donde B y A representan las variables independientes que caracterizan 
los dos estados de equilibrio. 

Esta desigualdad puede considerarse como el resultado que establece 
el criterio buscado para determinar cuándo y en qué condiciones puede 
ocurrir un proceso dado en un sistema o. En primer lugar, es evidente 
que para un sistema adiabático existen estados de equilibrio que son 
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inalcanzables a partir de un estado inicial dado, a saber, todos aquellos 
para los cuales su entropía es menor que la entropía del sistema en 
su estado inicial. Esta pregunta surgió en la formulación de la primera 
ley de la termodinámica en relación con el problema de definir la 
función U. 

En segundo lugar, la ecuación (7.26) establece que para procesos 
adiabáticos reversibles la entropía se conserva, resultado conocido 
también como el principio de la conservación de la entropía. También, 

podemos concluir que para sistemas aislados y cerrados el estado de 
equilibrio más estable es aquel cuya entropía tiene sus valor máximo 
consistente con la energía del sistema. Por último, cuando un sistema 
que no se encuentra térmicamente aislado de sus alrededores sufre un 
cambio de estado como consecuencia de un determinado proceso, la 
ecuación (7.26) debe aplicarse con especial cuidado. En efecto, bajo estas 
circunstancias el sistema intercambia calor con sus alrededores, sin 
embargo, el complejo formado por el sistema y sus alrededores, esto es, 
el universo termodinámico, sí se comporta como un sistema aislado. 
Si designamos por (AS). y (AS)ua los cambios respectivos en las entropíias 
del sistema y de sus alrededores, la ecuación (7.26) establece que 


(AS), + (AS), > 0 


(AS)univ > O. (7.27) 


Esta desigualdad establece que dado un sistema termodinámico cerra- 
do, todo proceso que en él ocurra debe ser tal que la entropía del universo 
no disminuya. Este criterio rige tanto para procesos espontáneos o irre- 
versibles como para procesos reversibles; en este último caso, el cambio 
neto en la entropía del universo es igual a cero. 

Es conveniente hacer notar que, de acuerdo con la ecuación (7.26), la 
segunda ley de la termodinámica puede enunciarse de la siguiente forma: 

*““Todo proceso que resulte en la disminución de la entropía en un sis- 
tema aislado, es imposible”. 


EJEMPLO. Para ilustrar las ideas arriba expuestas, consideremos la ex- 
pansión libre de un gas ideal que inicialmente ocupa un volumen V,a la 
temperatura T hasta ocupar un volumen V,. Queremos calcular el cambio 
de entropía del universo. 


SOLUCIÓN. Como la expansión es libre, W = O. Además, por los experi- 
mentos de Joule-Gay Lussac sabemos que U es sólo función de T y ésta 
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no cambia para un gas ideal en este proceso, luego podemos concluir de 
acuerdo con la primera ley, que Q= O. Esto, sin embargo, no implica que 
(AS), = O, ya que el proceso no es reversible. Por tanto, no es aplicable 
la ecuación (7.22) para calcular cambios de entropía. Para calcular 
(AS), sustituimos el proceso real por uno reversible entre ambos estados, 
por ejemplo, una expansión isotérmica reversible entre V, y V,. 

En este proceso el gas absorbe cierta cantidad de calor Q de una fuente 
térmica a la temperatura T (los alrededores) y realiza un trabajo W. Como 
AU = 0,Q = W , por otra parte 

“:dVv v, 


W.,= VRT J A > vRTIn v. 





> 0, (V, > V). 


Entonces 


S 'Q Q 
(AS)uas = f d Tr = To = — = VR In + 


ya que el proceso es isotérmico. En este caso particular de un proceso 
isotérmico y reversible, los alrededores, esto es, la fuente térmica a tem- 
peratura T, le ceden al gas Q unidades de calor y, por tanto 


(AS). =— Qu 


de manera que (AS),..., = O, concordante con la ecuación (7.27). 





Figura 7.6 
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Para el proceso real irreversible (AS),., es igual a »R In de , pues 
recordemos que S es función de punto. En este caso (AS). = O, ya que el 
sistema no intercambia calor con sus alrededores y, por lo tanto, (AS)... 
> 0, concordantemente con el resultado expresado por el corolario 
7.6.1 para procesos irreversibles. 

Para terminar esta sección es importante señalar que para algunos 
procesos reversibles es posible obtener expresiones explícitas para el 
cambio de entropía entre los dos estados de equilibrio afectados por el 
proceso. Estos procesos son: 





a) Proceso adiabático reversible; trivialmente, AS = O. 
b) Proceso isotérmico reversible. En este caso T puede salir del 
integrando en la ecuación (7.22) y así 


al Qe 
AS = == (7.28) 


Los cambios de fase como evaporación, sublimación y fusión, son 
ejemplos típicos de estos procesos. En cada caso, Q,., recibe el nombre 
de calor latente asociado a la transformación. 


c) Procesos isométricos reversibles. Si Use expresa como función de 
T y V para sistemas químicos con dos grados de libertad, entonces 
por la ecuación (7.24) con d'W =— pdv 


(AS)= f e = f da É f Cv 4 (7.29) 





puesto que (dU), = C,aT. 
Si, en particular, el sistema es un gas monatómico ideal 


T, 


AS =+v RlIn T, 





d) Procesos isobáricos reversibles. Usando la definición de capacidad 
calorífica a presión constante, obtenemos 





E d s rev pon y C,daT 
AS = f T = f iS (7.30) 
que para gases monatómicos ideales se reduce a 
AS. mu Y 


T,' 
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En general, la integración de la ecuación (7.22) puede realizarse utili- 
zando la forma diferencial (5.8) para d'Q,.,, pero cada problema re- 
querirá un tratamiento especial para realizarlo. Varios ejemplos de 
ello se verán en los capítulos subsecuentes. 


LA ENTROPÍA COMO UNA MEDIDA DEL ÍNDICE 
DE RESTRICCIÓN 


En el capítulo 4 hicimos notar que hay una relación estrecha entre los 
conceptos de restricción, grados de libertad y trabajo. Más aún, expusi- 
mos con claridad que al remover una restricción en un sistema dado se 
induce un proceso durante el cual el sistema realiza trabajo y alcanza 
un estado de equilibrio con una restricción menos y, por consiguiente, 
un grado de libertad menos. En un lenguaje llano diríamos que el sistema 
se encuentra en un estado de equilibrio menos restringido que el estado 
inicial. Así como en la discusión de la ley cero surge la necesidad de or- 
denar a un conjunto de sistemas con base en su grado relativo de calen- 
tamiento, proceso que al ser racionalizado da origen al concepto de 
temperatura, nos preguntamos si es posible ordenar a un conjunto de 
sistemas con base en su grado de restricción. Antes de responder esta 
pregunta tendremos que encontrar una forma operacional para definir 
el concepto restricción. Vamos a proceder por analogía con la ley cero, 
donde recurrimos a paredes adiabáticas y diatérmicas para definir ope- 
racionalmente lo que entendemos como equilibrio térmico, cuyo es- 
tablecimiento implica la existencia de la temperatura. Entonces, ¿cómo 
proceder para determinar un método que nos permita definir el grado o 
índice de restricción de un sistema en equilibrio? 

A fin de responder esta pregunta es necesario considerar varios 
hechos. El primero es que se pueden inducir procesos en sistemas 
aislados sin afectar el estado del sistema. Por ejemplo, en el sistema 
representado en la figura 4.2, la remoción del cerrojo se puede hacer sin 
afectar los valores de las variables termodinámicas que describen el es- 
tado inicial del gas, el sistema en cuestión. Lo mismo ocurre en el caso 
de la membrana semipermeable del sistema representado en la figura 
4.3. Con éstos y otros ejemplos que el lector fácilmente puede idear, re- 
conocemos la validez de este hecho. En segundo lugar, puesto que las 
restricciones, que están descritas por variables de estado, fijan o deter- 
minan el número de grados de libertad en un sistema, el índice de 
restricción forzosamente dependerá de los valores de ellas. Esto es, al 
igual que la temperatura, el índice de restricción es una función de las 
restricciones, o sea, otra función de estado. Finalmente, en un sistema 
aislado las restricciones sólo pueden actuar sobre variables extensivas, 
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por ejemplo, extensión del sistema, energía, masa, etc. Para controlar 
una variable intensiva el sistema no puede estar aislado. Si queremos 
controlar la temperatura 0 y mantenerla constante, es preciso reemplazar 
las paredes adiabáticas por paredes diatérmicas. Para mantener una 
presión constante es necesario permitir una interacción mecánica con 
los alrededores, por ejemplo, a través de un pistón, y así en otros casos 
similares. En resumen, para un sistema aislado el índice de restricción, 
que denotaremos C y está pendiente de medirse, es una función de estado 
que sólo puede depender de las variables extensivas. Esto es 


E = C(Y,, Yori Y.) (7.31) 


si hay n grados de libertad. 

Ahora vamos a idear un experimento para medir C. Por razones 
estrictamente pedagógicas elegimos la expansión libre de un gas aislado 
de sus alrededores. El resultado que obtendremos no dependerá de la 
naturaleza del sistema, por lo cual será válido para cualquier sistema ter- 
modinámico. Imaginemos un gas cualquiera encerrado en un recipiente 
con paredes adiabáticas y que inicialmente está en equilibrio a una pre- 
sión p; > > p., donde p, es la presión del medio ambiente, por ejemplo, 
la presión atmosférica, (véase la figura 7.7). Si desplazamos el pistón hacia 
la derecha hasta una presión final p, = p., el gas se expande libremente 
y debido a que el sistema es adiabático Q = W=0, por lo tanto AU = O, 
esto es, su energía permanece constante. El desplazamiento del pistón 
no afecta el estado inicial del gas. En el proceso inducido se alcanza un 
estado final en el cual p, = p.; se pierde una restricción; hay un grado de 
libertad menos, y la energía interna es constante. 

Para medir C supongamos que realizamos este proceso en una se- 
cuencia de pasos de manera que por cada sucesión de expansiones 
libres el volumen aumenta y la presión disminuye hasta que p, = p.. Po- 
demos producir esta secuencia al introducir un conjunto de membranas 
(véase la figura 7.8) que al perforarse sucesivamente permitan al gas 





Figura 7.7. (Pi > Pa). 
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Figura 7.8 P, = Pa 


expandirse hasta que en el enésimo paso (n > 1) se logre el estado deseado. 
Obsérvese que en cada proceso intermedio la perforación de la mem- 
brana no afecta el estado del gas y que sucesivamente V, < V, < Va... y 
Pi: > Pi > P, > -.. > P, = Po. En cada etapa el grado o índice de restric- 
ción variará una cierta cantidad A C, de manera que si se desea res- 
taurar el gas a su estado inmediato anterior hay que realizar trabajo en 
contra de él, es decir, hay que comprimirlo. Además, por ser expan- 
siones libres, en cada una de ellas y, consecuentemente, en el proceso 
total, U = const. Es evidente que para medir el cambio en la restricción 
no podemos usar el proceso inducido, pues Q y W son cero y U = const. 

Obviamente, el estado del sistema cambia porque la pareja (p, V) al- 
tera sus valores y por la ecuación de estado, también 6 cambia. Pero es- 
to es una consecuencia de la ley cero, que no es útil para cuantificar C. 
Si el proceso inducido no aclara nada al respecto, podemos recurrir al 
proceso inverso, esto es, aquel mediante el cual se restaura la restric- 
ción original. En nuestro ejemplo y refiriéndonos a la figura 7.8, 
comprimiríamos el gas a partir del estado en que p = Pam. Sin embargo, 
esta compresión no puede ser arbitraria puesto que para medir una va- 
riable de estado, a saber C, el sistema debe pasar por una secuencia de 
estados de equilibrio; en otras palabras, la compresión debe ser rever- 
sible. En este caso d'W;e es una cantidad medible que representa el 
trabajo realizado sobre el sistema en la etapa del proceso en la cual el 
índice de restricción varía por dC. No obstante, es insuficiente asociar 
una cantidad con la otra pues en el proceso original, el inducido, C de- 
pende sólo de variables extensivas, por lo que en su medición debemos 
eliminar cualquier influencia de variables intensivas. 

Debido a que en una compresión adiabática la temperatura del gas 
aumenta, al elegir 4W.,como un parámetro medible tenemos que con- 
siderar que a mayor temperatura menor es la compresibilidad y mayor 
la cantidad de trabajo necesaria para realizar la compresión. De esta 
manera, el cambio en C producido en el proceso inducido entre los dos 
estados considerados, no sería igual al cambio en el proceso inverso. 
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Para compensar esta diferencia dividimos d'W.. entre una función 
arbitraria pero bien definida de la temperatura empírica del gas, llamé- 
mosla g (0), de manera que 


C= EWiw (7.32) 
g (8) 


sea numéricamente igual al cambio en C en el proceso inducido entre 
dichos estados. 

Otra variante del método surge cuando en la compresión adiabática 
reversible del gas la energía interna cambia (pues d'Q = O) y el objetivo 
del procedimiento es (imitar) de manera fiel el proceso original, donde 
U= const. Para lograr este objetivo es necesario remover las paredes 
aislantes del sistema y ponerlo en contacto con un recipiente térmico al 
cual le pueda ceder la cantidad necesaria de calor para mantener cons- 
tante la energía interna. En otras palabras, en el proceso de restaurar 
una restricción en el sistema aislado, no podemos mantener a éste como 
tal, hay que ponerlo en contacto, térmico en este caso, con los alrede- 
dores. 

De acuerdo con estas observaciones, la ecuación (7.32) es indepen- 
diente de 0; Use mantiene constante, y mediante la ecuación (6.1), donde 
d W >0yd'Q es negativo, tenemos que 


dC = du—d Qe 
g(0) 
pero como U = const, dU = O y 
dc =-— PQre (7.33) 
g(0) 


Este resultado contiene el aspecto fundamental de todo el proceso: el 
incremento o la disminución del índice de restricción para un sistema 
arbitrario, puede obtenerse al dividir el calor transferido reversible- 
mente entre el sistema y una fuente a la temperatura 9 en un proceso 
inverso al proceso inducido, consecuencia de remover una restricción, 
entre una función bien definida pero hasta ahora arbitraria de la tempe- 
ratura empírica 0. Es conveniente subrayar que a pesar de haber obte- 
nido este resultado mediante un gas cualquiera, no contiene ningún 
parámetro que dependa de la naturaleza del gas (o del sistema empleado) 
y, por lo tanto, es válido para cualquier sistema, así como para un pro- 
ceso reversible. 

Si integramos la ecuación (7.33) entre dos estados de equilibrio 
arbitrarios, que en el ejemplo discutido serían Pp = Pum V= V,yp =P: 
V = V,, obtenemos que 
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donde AC es la diferencia del “indice o grado de restricción” entre am- 
bos estados. Este resultado puede compararse con la ecuación (7.22) a 
fin de deducir que si g (0) es igual a la temperatura termodinámica T, lo 
cual es perfectamente legítimo pues g (0) es arbitraria, concluimos que 


(7.35) 


es decir, la entropía es una medida del índice o grado de desorganiza- 
ción de un sistema en un estado de equilibrio. 

El contenido físico de los resultados anteriores es suficientemente im- 
portante para dedicarle unas cuantas líneas más. Dado un sistema ar- 
bitrario, aislado y en un estado de equilibrio caracterizado por n restric- 
ciones, la remoción sucesiva de una a una de ellas, induce procesos al fi- 
nal de los cuales n disminuye en 1, 2, etc. y C, > C,.1 > Ca.2 >..., etc. 
Consecuentemente, S, < S,.1 < S,. 2 <..., etc. Esta última desigualdad 
representa el contenido de la ecuación (7.26) cuyo significado es obvio. La 
entropía, como una medida de la carencia de organización de un siste- 
ma aislado, nunca disminuye ante procesos inducidos. Debido a que en 
todos estos procesos se produce trabajo útil, se puede concebir a la 
entropía como una medida de la capacidad de un sistema para realizar 
trabajo útil. Lamentablemente, esta interpretación es compartida por 
otras funciones para diferentes tipos de procesos, como veremos en un 
capítulo posterior. Por otra parte, si queremos imponer restricciones 
adicionales a un sistema dado, es necesario ponerlo en contacto, por lo 
general térmico y mecánico, con el exterior y suministrarle trabajo 
durante el proceso; de esta manera las desigualdades anteriores se in- 
vierten. 

Por último, la ecuación (7.34) es tan operativa como las ecuaciones 
que definen a 0 y a U [confróntense las ecuaciones (2.9) y (5.1)]. En efecto, 


especificada g (0), el cociente a puede calcularse de manera directa 


AC =C+—C,=— j (7.34) 


a partir de las propiedades térmicas, C,, y mecánicas de un sistema (f y 
Ky) mediante ecuaciones como (6.18 a), (6.20 a), etc. discutidas en el 
capítulo 6. Así pues, AC es una variable extensiva perfectamente deter- 
minable. 


PROPIEDADES EXTREMALES DE LA ENTROPÍA 


En la sección anterior indicamos que la remoción progresiva de 
restricciones en un sistema aislado implica un incremento igualmente 
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progresivo en la entropía. En cada estado de equilibrio con un número 
de restricciones menor en la unidad que el estado precedente, la 
entropía es un máximo sujeto a las restricciones que caracterizan a 
dicho estado. Una restricción imprescindible es U = const., pues el sis- 
tema está aislado. Éste es el contenido físico de las afirmaciones refe- 
rentes a la ecuación (7.26). 

Ahora bien, consideremos cualquier proceso inverso al proceso indu- 
cido, para obtener uno de estos estados de equilibrio sujetos a un con- 
junto determinado de restriccioness €,. Para dicho proceso 


AS<O (7.36) 


Esta ecuación que es muy problemática en la termodinámica, sólo es 
válida entre dos estados de equilibrio cuando el proceso empleado es in- 
verso al proceso inducido mediante el cual el sistema obtuvo su estado 
de equilibrio inicial. Además, en este proceso inverso el sistema no 
puede mantenerse aislado. 

La ecuación (7.36) implica que para cualquier proceso infinitesimal 
inverso al proceso que conduce al sistema a su estado de equilibrio, la 
diferencial de S puede ser cero. En efecto, ““si un sistema está en 
equilibrio sujeto a ciertas restricciones €,, para toda variación infinite- 
simal para la cual €, se mantenga constante y que corresponda a un 
proceso inverso al inducido para llevar al sistema al estado con €, en 
condiciones de aislamiento, óS = 0”. Esto es 


(5S)«, = O (7.37) 


donde ó representa un proceso virtual caracterizado por las siguientes 
condiciones: 


a) El proceso conduce al sistema no aislado a otro estado de equili- 
brio. 

b) En caso de obtenerse, el nuevo estado de equilibrio tendría al menos 
€, + 1 restricciones. 

c) Las restricciones del estado inicial €, se mantienen constantes. 

d) El calificativo **virtual” se refiere a que en la ecuación (7.37) no se 
requieren las características del nuevo estado de equilibrio más 
restringido. 


La ecuación (7.37) da lugar a una ecuación diferencial que puede 
expresarse en términos de ciertos coeficientes al multiplicar las va- 
riaciones de las variables independientes que deben anularse. De lo an- 
terior se obtienen relaciones entre variables termodinámicas que carac- 
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terizan al estado de equilibrio inicial. Es importante esta aclaración, 
porque muchos autores confunden las consecuencias o el contenido de 
la ecuación (7.37) al afirmar que con ella se define al estado de 
equilibrio, lo cual es incorrecto pues la termostática, por naturaleza, 
sólo puede estudiar sistemas en estado de equilibrio. Entonces no es ne- 
cesario definir dichos sistemas mediante ecuaciones de este tipo, basta 
con describirlos. Estos resultados son muy importantes en el estudio de 
potenciales termodinámicos, estabilidad y otras aplicaciones de la ter- 
modinámica, como veremos más adelante. 


PROBLEMAS 


7.1. Dadas dos fuentes térmicas, una que contiene vapor de agua y otra hielo, 
demostrar, usando la ecuación (7.11) y la definición de unidad en la escala 
universal, cómo puede determinarse la temperatura de un determinado 
cuerpo. 

7.2. Un cilindro con paredes metálicas y equipado con un pistón contiene un 
gas cualquiera. Si los alrededores del gas y del cilindro los constituyen la 
atmósfera del recinto donde se encuentran, ¿puede ocurrir un proceso como 
resultado de la disminución de la entropía del sistema? Suponer que las 
paredes del cilindro no cambian de estado en el proceso. 

7.3. Obtener la ecuación (7.30) mediante la definición de entalpía, H = U + pV. 


7.4. Calcular la entropía para un sólido paramagnético ideal, es decir, la magne- 
tización k = A, c= const., y mostrar que cuando x aumenta, S disminuye. 


Suponer U= const. 

7.5. Esboze usted los pasos a seguir para recuperar los enunciados de Kelvin y 
Planck a partir de la entropía, entendida como el índice de restricción ne- 
gativo. 

7.6. Describir experimentos conducentes a la ecuación (7.32) con otro sistema 
que no sea un gas. 

7.7. Discuta si es correcta o no la siguiente aseveración: toda máquina térmica 
operando (en ciclos) reversiblemente entre dos fuentes térmicas es nece- 
sariamente una máquina que describe el ciclo de Carnot. 


O 


Ecuaciones de 
Gibbs-Duhem y 7d4S 


Según demostramos en el capítulo anterior, si en un sistema termodi- 
námico « se realiza un proceso infinitesimal y reversible en el cual din- 
tercambia una cantidad de calor d' Q con una fuente a la temperatura 
T, el cambio en su entropía está dado por 


_ E Qr. 
ds = —E 


Más aún, la variación en la energía interna del sistema, para dicho 
proceso, está dada según la ecuación (7.24) por 


dU=TdAS+ Y XadY.. (8.1) 


i=1 


Esta ecuación, válida sólo para procesos reversibles, involucra las 
dos leyes de la termodinámica. Además, debido a que es una relación 
que contiene solamente variables de estado del sistema, constituye la 
base para aplicar la termodinámica a problemas físicos y, por tanto, 
puede considerarse la ecuación fundamental de la termodinámica. Nó- 
tese que a pesar de que cada diferencial que aparece en ella no es una 
diferencial exacta, la suma de las diferenciales igual a dU, sí lo es. 

Vamos ahora a deducir algunos resultados importantes a partir de la 
ecuación (8.1). En primer lugar, esta ecuación indica que para un siste- 


ma dado, las (n + 1) variables extensivas S, Y, ,..., Y, . - . forman un 
conjunto completo en cuanto a que U = U(S, Y,,..., Y,) especifica 
completamente la energía del sistema. Entonces, S = S(U, Y, ,..., Y.) 
define a su vez a la entropía del sistema. Como U es una función de 
punto 
dU = ES ds+ Y (7) aY.. (8.2) 
ds Y; i=1 OY, S, Tr Y, 


1 
¡+ 
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Comparando (8.1) y (8.2) tenemos que 





T= qe) : o XA=lHa (8.3) 
9S | » 9Y,)s [Ty, 
j=1 J=1 
donde II” Y, = II Y ¡+ y para simplificar la notación. Es evi- 
j=1 j=1 
dente que en estas ecuaciones las variables intensivas T, X,,..., X, 


aparecen expresadas en función de las (n + 1) variables extensivas S, 
AR 

Sin embargo, con base en que U es una variable extensiva, la ecua- 
ción (8.1) puede expresarse en una forma ligeramente distinta. Supon- 
gamos que cada variable extensiva sufre un incremento por un factor 
constante A. Entonces; si Ues una función homogénea de primer grado, 


AU(S, Y y... . Y.) = U(AS, AY y, . . . , AY). (8.4) 


Al diferenciar la ecuación (8.4) con respecto a A y omitir índices, obte- 
nemos 








_ 3U_0S) SU AY 
US Y. Yd= 5 a + 4% “0 23 
JU Z JU 
== 05 S + y 7 Y (8.5) 


para toda A. En particular, esta ecuación es válida para A = 1 y, por tan- 
to, usando las ecuaciones (8.3), obtenemos que 


U=TS+ Y, X.Y, (8.6) 


él 


La ecuación (8.6) se llama forma de Euler para la energía interna. En 
particular, para un sistema químico formado por una sola componente 


U= TS—pV + po. (8.7) 


Diferenciando (8.6) 


n 


dU = TdS + SaT + Y] XaY, + Y dX, 


í=1 


a 


" 
pun 


y usando la ecuación (8.1), obtenemos 
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SdaT+ Y) Ydx,=0 (8.8) 


i=l 


que es la llamada ecuación de Gibbs-Duhem para el sistema en cues- 
tión. 

En el caso particular de un sistema químico que obedezca a la ecua- 
ción (8.7), esta ecuación se reduce a 


SdT — Vdp + vdu = O 
du=—2ar+Lap (8.9a) 
du = —s*dT + v*dp. (8.9b) 


La ecuación de Gibbs-Duhem es, pues, una ecuación diferencial para 
el potencial químico de un sistema termodinámico. Si conocemos la 
ecuación de estado y la entropía en términos de las variables intensi- 
vas, (8.9b) se puede integrar para encontrar y. Véase que en general la 
ecuación de Gibbs-Duhem representa una relación en forma diferencial 
entre las variables intensivas que describen los estados de equilibrio del 
sistema. Cuando se conoce la ecuación de estado 


Y, = (X, ..., X, T),..., para toda i, 


así como S, en función de estas variables, se puede integrar para encon- 
trar esta relación en forma explicita. El cálculo específico del potencial 
químico en términos de las variables intensivas adecuadas, lo discutire- 
mos después para los diferentes sistemas que estudiemos en las diver- 
sas aplicaciones. 


ECUACIONES Tas 


Vamos ahora a considerar un sistema termodinámico o descrito sola- 
mente por dos variables independientes. Si este sistema es un fluido y 
sufre un proceso infinitesimal y reversible entre dos estados de 
equilibrio, el cambio en su energía interna estará dado, de acuerdo con 
la ecuación (8.1), por 


dU = TdS — pdVv 
o bien 


TdS = dU + paV. (8.10) 
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EJEMPLO. Para un gas monatómico ideal, U = > VRT, p = + 
3 dT dv 
ds Sl A. "R=— 


.Sj/—S: ==vR T, YE 
S, — Si 2" In 7 +vR In v 


i i 
Oo bien 
S =R INT + vR 1n V + So 


donde S, es una constante indeterminada. 

La ecuación (8.10) permite encontrar un gran número de relaciones 
entre variables termodinámicas que describen al sistema y éstas pue- 
den expresarse en su forma estándar, es decir, en términos de una va- 
riable de estado p, VoT y x, B y C,. 

Tomemos a T y V como variables independientes. Entonces 


U = U(T, V) 
S = S(T, V) 
_ (au au 
du = | ) ar+ (20) dV (8.11) 
9S 0S 


Sustituyendo las ecuaciones (8.11) y (8.12) en (8.10) obtenemos que 


(0, (35) Jar—r (25), (2) lav. 61 


a) Para un proceso a V constante 





>) am. (8.14) 
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b) Para un proceso a T constante 


0S JU 
Ea) =pP+ EM] . (8.15) 


Como S es una función de punto, es decir, su diferencial es exacta, sa- 
bemos que 
%2s 92S 


ITIV — IVOT ' (4.20) 


A partir de (8.14) y (8.15) obtenemos los siguientes resultados 





2s _1(090,Y _1 0%U 

ITV "TV 0), 7 TaT0V 
mr ==> l 4 [2 le [Sé * mr] 
var = TE LP Fla) 1 + Tar) *avor] 


Igualando términos, tenemos que 


y por tanto 


9S it _ [opi _£ 
Es _ (22) _ y (8.17) 


Sustituyendo las ecuaciones (8.14) y (8.17) en (8.12), obtenemos 


TAS = Car + L rav (8.18) 
La ecuación (8.18) dividida entre T, representa el cambio de entropía de 
un sistema cuando éste sufre un proceso infinitesimal reversible tal que 
T=>T +dT; V=>V + dV. TdS representa el calor cedido o absorbido por 
el sistema. Para un proceso finito. 





f T v 
j ds = 8-8, = Po e [7 Lav. (8.19) 
i Ti T v. — 


Si Cy es constante y es un gas ideal 


AS = Cy 1 7 + Ra 
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que es el resultado obtenido en el ejemplo anterior. Conviene enfatizar 

que la ecuación (8.19) es aplicable a cualquier par de estados de equili- 

brio íi y f, independientemente de cómo se haya pasado de uno al otro. 
De la ecuación (8.16), si v es un gas ideal 


luego, U = U(T). Vemos entonces que la ecuación de la energía de un 
gas ideal, es una consecuencia de la segunda ley y no un postulado in- 
dependiente, concerniente a la ecuación de la energía. 

De la primera ley 


d' Q = dU + pdv 


y de la ecuación (8.11), tenemos que 


d' Q = CudaT + (E, + p Jav. 


Dividiendo entre dT y tomando un proceso isobárico, esta ecuación se 


reduce a 
oV JU 
C,—Cy = e, (7), E p] . (8.20) 
Sustituyendo la ecuación (8.16) en (8.20) obtenemos 
op ov 
C,¿—Cy = rl +), (5) (8.21) 
o bien 


C,—C, = TÉ gy 


y por lo tanto 


p? TV 
Xx 


€,—G, = (8.22) 


Esta ecuación es válida para todo estado de agregación de la materia, es 
decir, sólidos, líquidos o gases. Nótese que 
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por lo que 
C, >Cy. 


EJEMPLO. Calcular el potencial químico para un gas ideal. 
De la ecuación (8.9a) 


S Vv 
du = e + 0 
y también 


2 =csinT+ *R 1n V + const. 


pv = »RT. 
De esta última ecuación 
ln V = ln»2+ InT— Inp 


luego 
So 


v 


= (c+ RInT—RInp+Rln»R + 





a 
v 
So 


=C¿InT—RKlnp + Zln 7 


Entonces 





y 


dy = —c*1n TdT + R1n pdT — (710 vR + So ] dT + aTE 


du = — cr ln TdT — (2 In»R + Sn) dT + d(RT 1n p). 


Integrando 


p = —c*(T 1n T— T) — (210 2 + Ea) T+ RT I1Inp + const. 


p=—cC2T1nT + T (es + E) — RT In + const. (8.23) 
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La ecuación (8.23) expresa y = u(T, p) para un gas ideal. Sin embargo, 
conviene pasar a otras representaciones. Usando la ecuación del gas 
ideal 














p= —(c*— RTINT—-RTINV+T (cr+ 5) + const. 
o sea 
ó 5 So 
p==CcTInT—R%TINV+T 7 *R+ = + const. 
U* = coT =ZRT. 
De manera que 
¿-—RTIOT RT Vr (a+ 5») + const. 
q =-—InT%*ye 4 EXA = ). (8.24) 


que expresa y = u(T, V). 
De las ecuaciones (8.14) y (8.16) se pueden deducir todavía algunas 
relaciones importantes. En efecto 


CY _ *ru _,/as 
IV ) =aTaV - e) (6-25) 





pero de (8.16) 
%U —_ [op 0 p px _ 0? p 
IWor (32) El 97? Es o “A, 
luego, por ser U una diferencial exacta 


9CyY _,(%p 
e Í = rE2 ). (8.25b) 


En este punto conviene regresar a la representación X — Y que co- 
menzamos a discutir en el capítulo 6. Si partimos de que d'Q,.. = TdS y 
escogemos a T y Y como variables independientes, esto es 


0S 0S 
as= (5) ar+ (8) ar 








JU JU 
dU = (3) dT (e). dY 
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vemos que 


d Qe Y _.[9asYy _ (9uy _ 
ea 6 al 5 (2 Es (628) 


Por otra parte 


TdS = dU— XdY 


entonces 


9S JU 
(+, = 7, —X (8.27) 


que establece una relación entre los coeficientes diferenciales que apa- 
recen en las expresiones para dS y dU. 

Al diferenciar (8.26) con respecto a Y y (8.27) con respecto a T, así 
como recordar que 


obtenemos 





JU IX 
e), =X TÍ 37 ) AS 


que es la generalización de la ecuación (8.16) a cualquier sistema con 
dos variables independientes y constituye un criterio para determinar 
cuando un sistema, conocida su ecuación de estado, es o no ideal. 
Como indicamos anteriormente, el sólido dieléctrico cuya ecuación de 
estado es la ecuación (3.21); el sólido paramagnético que obedece a la 
ecuación de Curie; la barra elástica descrita por la ecuación 


T7=kT(L—Ly) (8.29) 


donde k es una constante, y otras más satisfacen la condición 
dl = 0, Ues sólo función de T y por tanto son ideales. Este resulta- 
P 


do es consecuencia de la segunda ley de la termodinámica. También a 
partir de las ecuaciones (8.27) y (8.28) obtenemos 


o0X dS 
ES] . ES. q 


que es una de las llamadas relaciones de Maxwell. 
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Al sustituir las ecuaciones (8.26) y (8.30) en dS, obtenemos 


oX 
dr— ($5, dY. (8.31) 


Cr 


dS = T 





Como dS es una diferencial exacta, debe cumplirse que 





el + (e 
OY | TJ 9T? ), 
esto es, la igualdad 
0Cy _ 9?2x 
Y ), =—T E ) (8.32) 


no sólo implica la dependencia de C, con Y en términos de la ecuación 
de estado, sino también establece el criterio que deben satisfacer los 
coeficientes diferenciales de dS para que S sea una función de estado. 
Es importante recordar que en la pág. 36señalamos que los coeficientes 
diferenciales no pueden ser arbitrarios en la ecuación de estado. Ade- 
más, los valores experimentales de C, que son compatibles con una 
ecuación de estado a fin de que dS sea exacta, deben satisfacer la 
ecuación (8.32). 

Análogamente, en la representación X, T la condición de compatibi- 


lidad es 
ICY RY 
59. 7 Em, E 


EJEMPLO. Supongamos que los datos de estado para un fluido satisfa- 
cen las ecuaciones 


E _ e” 1/2 
B = yw). k = v T 


donde flp) es una función indeterminada de p. Para que esta informa- 
ción sea compatible con la ley cero es necesario que se satisfaga la con- 


dición 
98) __ (ar 
OP) 9T ), 


e” 
FW) = Span: 


lo cual implica que 
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Esta información no es compatible con cualquier dato para C,. En 
efecto, si tenemos que 


C, = — ap? T 
de acuerdo con (8.33) 
0C, _ 0 oVv 
Y T| IT 0] 
E 9 (6V) _ 
ús nn 00 
entonces 
Sp) = — 2a*p 


que es inconsistente con el valor prescrito por la ecuación de estado. 
Si dividimos la ecuación (8.31) entre dT y pensamos en un proceso a 
X constante, obtenemos 


dS xy [oY 
id El ip dy e, Ea] 
xy [oY 
(0,2 T el Er) (8.34) 


que es la generalización de la ecuación (8.21) para la diferencia de las 
capacidades caloríficas. Usando la relación cíclica, la ecuación (8.34) 
puede reescribirse de la siguiente manera 


oX oY Y 
Cx—Cr=T ES] IT). (8.35) 


cuyo signo depende del signo del segundo multiplicando. En capítulos 
posteriores discutiremos algunas implicaciones de este resultado. 

Si ahora sustituimos la ecuación (8.35) en (6.29), que es la ecuación 
diferencial para procesos adiabáticos en la representación X — Y, y 
aplicamos la nueva escala de temperaturas en la cual 9 = T, obtenemos 


oY oY oX 
C, 4] dX = ¡e + sd el Ea.) dY (8.36) 


o bien 
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que representa la ecuación diferencial que describe a un proceso adia- 
bático para cualquier sistema en la representación X — Y. 
Para un sistema magnético 


E) IM | IX 
Cou 183 dA = (cas T ES (2), pa (8.37) 


Si suponemos que el sistema es ideal y por tanto 


a 
M= GA 


donde a es una constante, la ecuación (8.37) se transforma en 


Ctcd A = (Ca Le) 


o bien 
ds AM MAM 


E A * aC (8.38) 
que puede integrarse al conocer explícitamente la dependencia de C, 
con T. Si ahora suponemos además que C, es constante 


2 
HF = const. exp a) (8.39) 
M 


esto es, la ecuación de las adiabáticas para un sistema magnético ideal 
con C,zindependiente de T, es una exponencial creciente de 4?. Bajo con- 
diciones análogas se obtienen resultados similares para otros sistemas 
ideales como el sólido dieléctrico, la barra sujeta a tensión, etc. En gene- 
ral, si 

const. 


Y = == XxX (8.40) 


y Cy = const., para un proceso adiabático y reversible 


X = const. Y exp Load (8.41) 
$ ] 


es la ecuación de las adiabáticas. Nótese que su forma difiere radical- 
mente de la ecuación correspondiente para un gas ideal [confróntese la 
ecuación (6.23)]. 


126 


PROBLEMAS 


8.1. 
8.2. 


8.3. 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


8.7. 


Estudiar las ecuaciones TdS para los casos (T, p) y (p, V) independientes 
y calcular los respectivos cambios de entropía para gases ideales. 


Demostrar que 
0C, pe vv 
(20) ==—T ME ) , (8.26) 


Demostrar que para un gas ideal la energía interna en función de las 
variables extensivas S, V y uv está dada por 





25 
<= -2/3 — 
U(S, V. 6) = vb, V" exp | 3» 5 (8.27) 
donde 


e 25 
b, = RT, VIO exp -37) 


a) Demostrar que 





donde xs = — > (er. es la compresibilidad adiabática. 


b) Encontrar cómo están relacionadas y y xs con la velocidad de propa- 
gación de una onda sonora en un fluido. 


Demostrar la ecuación (8.41) y probar que 


Texp [- 0) const. 


¿Qué representa esta ecuación? Compare con el problema 6.9. 
Considérese una barra elástica que obedece a la ecuación de estado 





T= aÑÍT) (L— Lo) 


donde a = const. y f[T) es una función arbitraria de T. Mostrar que esta 
ecuación es compatible con los requerimientos de la ley cero. 

Si ahora suponemos que C, = bT, donde b es otra constante, mostrar 
que la única función f[T) que es compatible con esta información, de 
acuerdo con la segunda ley, es f(T) = const. T. Discutir la fisica del 
problema. 

Explicar por qué es válida la relación C, > C, para una barra elástica que 
obedece a la ecuación de estado prescrita en el problema anterior. 
Reproducir los resultados de la segunda sección de este capítulo para un 
fluido en la representación p — V. 


8.9. 


8.10. 


8.11. 


8.12. 


PROBLEMAS 127 


Obtener en la forma más explícita posible el potencial químico de un sis- 
tema que obedece a la ecuación de estado dada en la ecuación (8.40), 
suponiendo que C, = const. 

¿Cuál cree usted que es la modificación más simple en la ecuación de es- 


tado para una sustancia ideal, a fin de que E), + 0? ¿Conoce algún 


sistema cuya ecuación de estado concuerde con su opinión? Discútanse 
las respuestas. 

Demostrar que las ecuaciones (8.32) y (8.33) también son requisitos para 
que dU sea una diferencial exacta en la representación correspondiente. 
Obtener la ecuación (8.41). ¿Qué ocurre con este resultado si Cy = aT, 
donde a es una constante? 


Potenciales termodinámicos. 
Relaciones de Maxwell. 
Metodo gráfico 


La ecuación (8.1) expresa a la energía interna U de un sistema termo- 
dinámico vd cualquiera, en función del conjunto de variables extensivas 
S, Y ,, .... Y, necesario para describir los estados de equilibrio del mismo. 
Alternativamente, también se puede considerar como la ecuación que 
define a S como función del conjunto completo de variables U, Y,, ..., Y,,. 
La primera alternativa suele llamarse representación de la energía, 
en tanto que la segunda se conoce como representación de la entropía. 
En esta última representación 


du 1 e 
ds = 27 = $ 2 X.dY. (9.1.) 


también 


luego comparando coeficientes 


25.) -4 (25) esc (9.2) 
(45 e 7 o, T 


=1 


En muchos problemas no conviene tener como variables indepen- 
dientes a todas las variables extensivas del sistema, debido a que 
pueden existir fenómenos termodinámicos para los cuales sea más fácil 
medir determinadas variables que otras. El problema esencialmente es 
el siguiente: la ecuación (9.1) es la expresión fundamental para descri- 
bir un proceso termodinámico reversible. Entonces, ¿cómo podemos 
transformarla de manera que involucre a una función de estado, a par- 
tir de la cual las propiedades térmicas y calóricas del sistema puedan 
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deducirse fácilmente? El método utilizado para lograr esto lo estableció 
Gibbs y se conoce como el método de los potenciales termodiná- 
micos. 

Vamos a ilustrar, primero, lo dicho en el párrafo anterior para un sis- 
tema químico formado por una sola componente. Entonces, la ecuación 
(9.1) se escribe como 


TdS = dU + paV. (9.3) 


Esta ecuación involucra cinco variables, a saber, T, S, U, p y V, de las 
cuales sólo dos son independientes, es decir, necesarias para describir 
el estado del sistema. Si seleccionamos dos de ellas arbitrariamente, 
necesitaremos dos ecuaciones más para poder determinar las tres va- 
riables restantes. Por ejemplo, estas ecuaciones pueden ser la ecuación 
de estado y la ecuación de la energía 


p = p(V,T) 
U=U(V,T) (9.4) 


respectivamente. A pesar de que la segunda ley establece una relación 
entre las variables p y U, a saber 


ap y _ (au 


esta relación no excluye la necesidad de introducir las ecuaciones (9.4) 
para eliminar las tres incógnitas, pues debido a que es una relación di- 
ferencial, permite determinar una función, por ejemplo U, conocida la 
otra, p = p(V,T), pero solamente a través de la dependencia de uno de 
sus argumentos, en este caso V. Así pues, todavía necesitaríamos U = 
U(T,C), donde C sería una constante. 

Sin embargo, si V y S son las variables termodinámicas en la 
ecuación (9.3), entonces solamente es necesaria una ecuación más para 
determinar las otras tres variables, a saber 


U = U(S, V). (9.5) 


En este caso 


JU JU 
ae El ) pa 7). (9.6) 
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Como ya vimos en la sección anterior 


9S 
C, = (25) 


pero de (9.6) 





o bien 


T 
Ev = (D" (9.7) 
05? ), 


Vemos entonces que en este caso las primeras derivadas de U dan las 
variables intensivas, o sea las propiedades térmicas, en tanto que las 
segundas derivadas dan las propiedades calóricas.! Por analogía con la 
mecánica, en que la fuerza es el gradiente del potencial, a U se le llama 
potencial termodinámico. Por último, como dU es una diferencial 


exacta 
o0T _ op 
e, y <[ 9S ñ si 


que es la primera relación de Maxwell. Esta relación fue calculada para 
un proceso reversible, sin embargo, su validez se extiende a diferencias 
entre los valores de las variables que contiene, para dos estados de 
equilibrio del sistema, independientemente del proceso utilizado para 
llegar de uno a otro. 

Este mismo ejemplo aplicado al caso general contenido en la ecuación 
(9.1), da los siguientes resultados, considerando U(S, Y,, .... Y,). 
Las variables intensivas están dadas por las ecuaciones (8.3) 


JU JU 
P -( IS IM ...3Yn y Xx -( 0Y, IM 


Ri 





¡Debe quedar perfectamente claro que 
p=p(S.V) 
T = T(S,V) 


y si de ambas eliminamos S, obtenemos la ecuación de estado. 
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La capacidad calorífica del sistema estaría dada por 


JU 
Cr. .... Yn — En IM Ya (9.9) 
y las relaciones de Maxwell correspondientes se obtienen de (8.3), a 
saber 
9T o9X; . 
E). ra [2 a para toda i. (9.10) 


Volvamos ahora a la discusión inicial, esto es, a la efectividad de usar 
U como potencial termodinámico en cualquier fenómeno. De hecho, U 
es un potencial termodinámico muy inconveniente, pues una de sus va- 
riables independientes, a saber, S, no es tan fácilmente medible como 
las variables de estado p, Vo T. 

Si escogemos a V y T como las variables independientes, ¿cómo pode- 
mos modificar la ecuación (8.1) para poder definir un potencial termo- 
dinámico tal que reúna los requisitos mencionados en la pág. 138? La 
respuesta se logra mediante las llamadas transformaciones de Legendre. 
Consideremos el sistema descrito por la ecuación (9.3).? 

Para que V y T sean variables independientes, necesitamos transfor- 
mar (9.3) de manera que dT y dV aparezcan en ella explícitamente. 

Esto se obtiene sumando y restando SdT 


TdS + SdT — SdT = dU + pdV 
—SaT = d(U— TS) + pdV. (9.11) 


Si definimos una función F como 
F=U-TS (9.12) 


que es la llamada energía libre o función de Helmholtz, llegamos al 
resultado deseado, a saber 


=—SaT = dF + pav. (9.13) 

Así pues, conociendo 
F = F(T,V) (9.14) 
“Vamos a limitar la discusión a este sistema simple para no complicar la notación, aunque 


los resultados para la ecuación generalizada (8.1) se obtienen fácilmente (véase P.M. Morse, 
Thermal Physics, Benjamin Inc., 1964, capítulo VII). 
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Tenemos que 


dF = (35), dT + (25). dv (9.14a) 
y comparando las ecuaciones (9.13) y (9.14a) obtenemos 

$ (25), e e (35). (9.15) 
Además 

Cy = (5) -—T (57), z (9.16) 


De nuevo, las ecuaciones (9.15) que comprenden las primeras deriva- 
das de F, dan lugar a las propiedades térmicas del sistema, en tanto que 
su segunda derivada da lugar a las propiedades calóricas. También 


Mal res 
VW?) — LN 90VJ]r — xv 


o sea que mediante 


1 92F 


se obtienen los módulos isotérmico o recíproco de la compresibilidad 
isotérmica. 
De la ecuación (9.15), la segunda relación de Maxwell está dada por 


ap] _ (238 
(2) _ IV ) : EA! 


La razón de llamar a F energía libre, está expuesta en el siguiente 


TEOREMA 9.1 Si un sistema termodinámico o sufre un proceso isotérmico 
reversible entre dos estados de equilibrio A y B, y si durante el proceso 
el sistema solamente intercambia calor con los alrededores (¡no con 
otros sistemas!), entonces el trabajo realizado por el sistema en esta 
transformación, es igual a la disminución en la energía libre F del mismo. 


DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con el teorema 7.6 





B d'Q > 
l' T < S(B) — S(4). 
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Como el sistema sólo puede intercambiar calor con sus alrededores 


éstos pueden considerarse como una fuente térmica y la temperatura 
es constante 


O, < TIS(B) — S(4)I. (9.19) 
Esta ecuación representa un límite superior a la cantidad de calor que 
un sistema puede intercambiar con sus alrededores. 
Por otra parte, la primera ley establece que 
U(B) — U(A) = Q7 + |Wa-.»|. (5.7) 
A partir de las ecuaciones (9.19) y (5.7) tenemos que 
— |[Wiw»»| < — U(B) + U(A) + T[S(B) — S(A)] 
< —[U(B) — TS(B)] + [U(A) — TS(A)]. (9.20) 
La ecuación (9.20) establece el límite superior a la cantidad de trabajo 
que el sistema puede realizar durante el proceso entre A y B. 


Como por hipótesis T, = Ts = T, la ecuación (9.12) sustituida en 
(9.20) da finalmente que 


—|Wa-.| < — F(B) + F(A) = — AF. (9.21) 


La máxima cantidad de trabajo que puede realizar un sistema para 
un proceso reversible es 


— |((Wa-—>»5)re, | a AF q.e.d. (9.21a) 


Es importante hacer notar que este teorema está restringido a procesos 
isotérmicos entre los dos estados de equilibrio. También, la ecuación 
(9.21a) tiene cierta analogía con el teorema del trabajo-energía en me- 
cánica clásica [véase la ecuación (4.5b)]. 


COROLARIO 9.1.1. Para procesos isocóricos (W = O) que satisfagan las 
condiciones del teorema anterior, la energía libre no puede aumentar. 
En efecto, si |W| = O 
O < — F(B) + F(A) 


. F(B) < FIA). 
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Entonces, el estado más estable de un sistema con respecto a una 
transformación isocórica en contacto térmico con sus alrededores, es 
aquél para el cual F es un mínimo. Por analogía, con sistemas mecánicos 
F juega el papel de un “potencial”, con respecto a procesos isocóricos. 

En el caso de que p y T sean las variables independientes, podemos 

encontrar directamente una transformación de Legendre a partir de la 

ecuación (9.3), o bien podemos partir de la ecuación diferencial para la 
energía libre de Helmholtz, esto es, la ecuación (9.13), donde ya T apa- 
rece como una variable independiente. Hagámoslo a partir de la ecuación 
(9.3). Mediante un mecanismo análogo al empleado en el caso anterior, 
podemos escribir 


SdT + TdS — SdT = dU + pdV + Vdp — Vdp 
o sea 
—SaT + Vdp = d(U + pV— TS) = dG (9.22) 
donde 
G=U+pV-TS=F+pV (9.23) 


es la llamada “energía libre” o función de Gibbs por razones que veremos 
más adelante. Entonces, a partir de 


G = G(p,T) (9.24) 
Obtenemos de inmediato su diferencial total 


0G 
dG = ES dp + Ed) dT (9.24a) 


y, por tanto, de las ecuaciones (9.22) y (9.24a) obtenemos 


9G 9G 
=8:< ES ) , V = (3e ) (9.25) 
que son las ecuaciones de estado térmicas para el sistema, S = S(p, T); 


V = V(p,T). 
Por otra parte 


0S 9%G 
CG,» = T LE = — qn] (9.26) 
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da lugar a las propiedades calóricas del sistema. También, de 





2 
9] a e), ay Y (9.27) 
1 2 
x= (5), (9.28) 


obtenemos directamente la compresibilidad isotérmica del sistema. 
Por último, de las ecuaciones (9.25) obtenemos la tercera relación de 
Maxwell, a saber 


9S av 
8) a a] = VB. (9.29) 


La función de Gibbs G también juega el papel de una energía libre en 
procesos isotérmico-isobáricos. Esta propiedad está resumida en el 
siguiente 
TEOREMA 9.2. En una transformación isotérmico-isobárica que ocurra 


entre dos estados de equilibrio cualesquiera de un sistema termodiná- 
mico o, la función de Gibbs G no puede aumentar su valor. 


DEMOSTRACIÓN. Sean A y B dos estados cualesquiera de un sistema o y 
V(A) y V(B) los volúmenes ocupados por él en dichos estados. Entonces, 
el trabajo realizado por el sistema para dicho proceso será 

—|Was».| = plV(B) — VIA). 

Como la transformación es isotérmica, el sistema intercambia calor 
solamente con una fuente (¡sus alrededores!) a temperatura T. En este 
caso la ecuación (9.21) establece que 

—|Wa->»l < —F(B) e F(A). 


Combinando estos dos resultados, tenemos la siguiente relación 


plV(B) — V(A)] + F(B) — F(A) < 0 


o bien 


plV(B) — V(A)] + U(B) — TS(B) — U(A) + TS(A) < 0 
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y reordenando términos 


[pV(B) + U(B) — TS(B)]—[pV(A) + U(A) — TS(A)] < O 


G(B) < G(4) (9.30) 


que satisface la igualdad, si el proceso es reversible. Esta ecuación 
establece que el estado de equilibrio más estable de un sistema con res- 
pecto a transformaciones isotérmico-isobáricas espontáneas, es aquel 
para el cual G tiene un valor mínimo. Por esta razón a G se le llama 
potencial termodinámico a presión constante. 

Es conveniente hacer notar que las funciones G y F no son equivalen- 
tes; se refieren a estados de equilibrio más estables en condiciones dife- 
rentes. Esto implica que un sistema que se encuentre en un estado para 
el cual G tenga su valor mínimo, no necesariamente se encuentra en su 
estado más estable respecto a cambios en F, y viceversa. 

Por último, vamos a introducir una transformación de Legendre a fin 
de obtener la representación en que S y p sean las variables indepen- 
dientes. 

Entonces, de la ecuación (9.3) obtenemos 


O sea 


TdS = dU + paV + Vdp — Vdp 
= d(U + pV) — Vdp 
y definiendo una función H, la entalpia del sistema como 
H=U+pvV (9.31) 
tenemos que 
dH = TdS + Vdp. (9.32) 


Si conocemos H = H(p,S), entonces 


9H 0H 
art dp ), ao ( ) e 


0H 0H 
T = (22) V = EE a (9.33) 


y por tanto 
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Como T = T(p, S) y V = VIp, S), de las dos ecuaciones (9.33) se puede 
eliminar S y obtener la ecuación de estado, esto es, T = Tlp, V). Entonces, 
estas dos ecuaciones definen las propiedades térmicas del sistema. Por 
otra parte, de la ecuación (6.13) 


JU ov 
o), «o (a), as 
y por tanto, de la definición de H 
0H dH 
Gs (2) pe (5), q 


Si tenemos H = HI(p, T), es decir, eliminamos S en la primera de las 
ecuaciones (9.33). 
Véase también que 








as Y 
Co 7 (7) 1 37) (Beta) 
9? ), 
También 
av 0H 
5). (5), id 


donde x, es la compresibilidad adiabática. 
La cuarta relación de Maxwell se obtiene mediante la siguiente 


ecuación 
oT oV 
dp ] o ds ) di 


La interpretación física de la entalpia está dada por la ecuación 
(9.34). Para un proceso isobárico 


AH j' C,dT = Q, (9.36) 


la cantidad de calor intercambiada entre el sistema y sus alrededores 
durante ese proceso. Como Q, no puede calcularse, pues depende del 
proceso en cuestión, la ecuación (9.36) es sumamente importante. El 
calor involucrado en el proceso isobárico puede calcularse a partir de la 
diferencia entre los valores de la entalpia para los estados extremos. 
Por eso, a la entalpia también se le llama el “contenido de calor” de un 
sistema. 
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Tenemos entonces cuatro ecuaciones fundamentales, una para cada 
potencial termodinámico, de acuerdo con las variables que sean las 
más apropiadas para el proceso en cuestión. Estas ecuaciones son 











dU = TAS—pav (9.3) 
dH = TdS + Vdp (9.32) 
dF = —pdV—SdT (9.13) 
dG = —SdT + Vdp (9.22) 
De (9.3) 
(M.1) 
De (9.32) 
(M.2) 
De (9.13) 
(M.3) 
De (9.22) 
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(M.4) 





Es importante señalar que todas estas ecuaciones, resumidas en 
(M. 1)-(M.4), son útiles cuando se conocen las ecuaciones que relacionan 
al potencial termodinámico con las variables independientes corres- 
pondientes. Pero, como ya hemos repetido en varias ocasiones, la for- 
ma analítica de ellas es ajena a la termodinámica y, por tanto, dichas 
ecuaciones deben obtenerse de la mecánica estadística, o bien, directa- 
mente del experimento. Sólo en casos muy sencillos, como el gas ideal, 
el sólido paramagnético ideal, la radiación electromagnética, etc., se 
conoce la forma analítica para estos potenciales, o sea la forma 
analítica de la ecuación de estado. 

Por último, no todos los potenciales termodinámicos son indepen- 
dientes; es decir, del conocimiento de uno de ellos pueden calcularse los 
demás. Por ejemplo, supongamos que F' = F(V, T) es conocido. Entonces, 
de acuerdo con las ecuaciones (9.12) y (9.15), tenemos 

9F 


U= PTS =P 145) (9.37) 


que nos da U = U(V, T). Conocida U y la ecuación de estado, que puede 
obtenerse de (9.15), se calcula H = U +pV como función de V y T. Fi- 
nalmente 


G=U-—TS + pvV = H-TS 


O sea 


oF 
G=H+ E ' 


determina G = G(T, V) y de la ecuación de estado se puede calcular G 
como función de T y P. 


De manera semejante, si se conoce G como función de T y p, entonces 
de (9.23) y (9.25) 


0G 9G 
ooo (5), 1 (37), dió 
y por un procedimiento análogo al anterior pueden determinarse H y F 


0G 
H=U+pv=0+TS=G-T (22) 
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o sea 


0G 
H=G-T ES] . (9.39) 


Las ecuaciones (9.37), (9.38) y (9.39) se conocen como las ecuaciones 
de Gibbs-Helmholtz. 
Por otra parte, de la ecuación (9.37) 


U_ F 1(9Y 9 A 
7" TT" TLOT) 9T AT) ly 
F U 
ón T = — [rar + I(V) (9.40 a) 


donde I (V) es una función sólo del volumen. Análogamente, de la 
ecuación (9.39) 





G H 
F=— | qe AT + Lp). (9.40b) 


Las ecuaciones (9.40 a y b) permiten determinar F y G a partir de la 
energía interna y de la entalpia del sistema, respectivamente. Además, 
las constantes I y L corresponden a los valores de F y G para T = OK, 
por lo cual su valor, como veremos después, puede obtenerse mediante 
la tercera ley de la termodinámica. 


MÉTODO GENERAL PARA CONSTRUIR POTENCIALES 
TERMODINAMICOS 


En el capítulo 7 indicamos que mediante las ecuaciones (7.36) y 
(7.37) la entropía S tiene un máximo para un estado particular de un 
sistema termodinámico caracterizado por un conjunto de restricciones 
€,. En este sentido, la entropía se comporta como la energía potencial 
mecánica lo hace respecto al estado de equilibrio mecánico, excepto 
que ésta tiene un mínimo y no un máximo. Ahora bien debido a que las 
funciones F y G discutidas en la sección anterior se asemejan a la 
entropía, se les conoce como potenciales termodinámicos. Estos po- 
tenciales describen una propiedad de un estado ante determinado pro- 
ceso en el cual tienen un valor extremal. En esta sección discutiremos 
la siguiente pregunta: ¿estas funciones son las únicas que juegan el 
papel de un potencial termodinámico? 

Con excepción de la entropía, no existe otro concepto en la termodi- 
námica que haya causado tanta confusión como el de potencial termo- 
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dinámico. La dos razones de lo anterior son las siguientes: a) la naturaleza 
del estado final no necesita especificarse cuando se emplea una ecuación 
como (7.36); b) las respresentaciones más prácticas, sobre todo en 
fisicoquímica, son T, V y T, p, en los cuales F y G cumplen la función de 
los potenciales, por lo que su validez suele extrapolarse a situaciones 
más generales. A continuación demostraremos que esta generalización 
no es válida. 

Con base en la primera y segunda leyes de la termodinámica, así como 
en los conceptos de restricción y trabajo, es posible establecer un método 
general a fin de construir un potencial termodinámico para cualquier 
situación de equilibrio en un sistema dado. Así pues, es necesario re- 
currir a primeros principios para resolver situaciones dudosas donde 
no sean obviamente aplicables funciones como F y G. De esta manera 
comprobaremos que en muchos casos la solución encontrada dista 
mucho de ser la que uno hubiese propuesto bajo criterios más pe- 
destres. Debido a que nuestro objetivo es considerar sistemas abiertos, 
limitaremos la presente discusión a sistemas con temperatura unifor- 
me, ya que éste es el único caso en que dos sistemas pueden estar en 
equilibrio al permitírseles que intercambien materia entre sí.? 

Consideremos un sistema sujeto a un conjunto de retricciones €, y 
€,. Las primeras son aquellas que se obtienen después de haber elimi- 
nado algunas restricciones y definen el estado de equilibrio inicial; las 
segundas son las que deseamos agregar en una variación hacia un estado 
más restringido, como se especificó con toda claridad en la última sección 
del capítulo 7. Si realizamos una variación del sistema en la cual ambos 
conjuntos de restricciones pueden variarse, el trabajo reversible reali- 
zado sobre ellas será — [(A Wo)... + (A Wj)...]. Debido a que el calor total 


ue en este proceso el sistema intercambia con los alrededores es 
TdS, la ecuación (6.1) establece que para un proceso finito 


AU = | TdS — (AW))... — (AW)... (9.41) 


Como ya mencionamos en varias ocasiones, para imponer nuevas 
restricciones a un sistema, es necesario ponerlo en contacto con sus 
alrededores y realizar trabajo sobre él, de manera que — (AWy)r.. > O, 
necesariamente. Con este resultado podemos reescribir la ecuación 
(9.41) de la siguiente manera 


Ad = AU + (AW)),. — | TAS = —(AW)),.. > O (9.42) 


3Véase, H. Reiss, Methods of Termodynamics, loc. cit. (La presente sección está basada 
en esta obra). 
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donde Ag no es una función de estado, sino sólo un símbolo para el tér- 
mino que define. En efecto, el cambio en el valor de y especificado en la 
ecuación (9.42) siempre es positivo para todo proceso en el cual se le 
agreguen al sistema un conjunto adicional de restricciones €,. Nótese 
además que la desigualdad en la ecuación (9.42), como lo indica la 
ecuación (7.26), implica que ante el estado de equilibrio inicial, Ag 
siempre es positivo, por lo cual es útil para desarrollar el concepto de un 
potencial termodinámico. 

La ecuación (9.42) se refiere a un proceso finito y virtual en el cual 
pasamos de un estado de equilibrio inicial caracterizado por €, restric- 
ciones, a otro estado con 6, restricciones adicionales que no necesitan 
especificarse de manera explícita. La importancia de este resultado 
radica en que Ag no involucra a (A W,),., explícitamente y su no negati- 
vidad permite determinar qué funciones de estado imitan su comporta- 
miento sobre trayectorias bien definidas en el espacio de estados termo- 
dinámicos. Estas funciones serían funciones de punto y tendrían como 
valor extremal un mínimo en el estado inicial. 

Cuando en un desplazamiento virtual e infinitesimal a partir del estado 
inicial con $, restricciones, éstas se mantienen constantes, (0 ble. = O 
puesto que no hay trabajo neto necesario para imponer las restric- 
ciones adicionales. Entonces 


(6 b)e y = 6U + (DW)... — TÓóS = O (9.43) 


Si obtenemos una función de estado que imite el comportamiento de 
¿$ sobre una trayectoria en el espacio de estados, ante dicho proceso y 
según la ecuación (9.43), la función tendrá un valor extremal. Debido a 
que para el proceso virtual finito el cambio de la función anterior es po- 
sitivo, el valor extremal es un mínimo. Nótese que las ecuaciones (9.42) 
y (9.43) aunque formalmente similares, difieren en su contenido. 

Para encontrar la función que imite a y es necesario determinar el tra- 
bajo virtual reversible (AW/)... que se va a realizar contra las restric- 
ciones €,. Por ejemplo, en el caso discutido en las figuras (7.7) y (7.8) del 
capítulo 7, este trabajo es pdV y 


(A War = | pav (9.44) 
Como el lector puede apreciar, éste no es el único que comúnmente 
se presenta, pero lo adoptaremos para ejemplificar el uso de las 


ecuaciones (9.42) y (9.43). Por lo tanto 


Ad = AU + | pdv— j TdS = — (AW)),.. > O (9.45) 
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Si ahora consideramos una trayectoria en el espacio de estados sobre 
la cual el estado inicial varía de manera que S y V permanecen constan- 
tes, dV = dS = O, y por lo tanto 


(A ds v = (A Us, y >0 (9.46a) 
o bien, si el proceso es infinitesimal 
(8 Ps, y = (86U)s,y = O (9.46b) 
Ante un proceso en el que sólo haya trabajo mecánico sobre las 
restricciones iniciales y que se realice a lo largo de una trayectoria virtual 
caracterizada porque la entropía y el volumen permanezcan constan- 
tes, la función que imita a q y que tiene un mínimo en el estado inicial, 
es la energía interna U. 
Si tenemos una trayectoria sobre la cual T y V se mantienen constantes 
(A Hr. v = AU— TAS 


y de la ecuación (9.12), a T constante, obtenemos 


(A Hr, v = (A Pr, v >0 (9.47a) 


para un proceso virtual e infinitesimal 


(6 Pr, y = (6 F)r, y =0 (9.47b) 


Estos resultados concuerdan con los obtenidos en la sección anterior 
en la que vimos que F es el potencial termodinámico para procesos 
isotérmico-isométricos. Análogamente, G es el potencial termodinámico 
para procesos isotérmico-isobáricos, pues si tomamos una trayectoria a 
T y p constantes 


(Ad)r,, = AU+ paAv—TAS 
y por la ecuación (9.23) 
(A Hr. = (A Or» > 0 (9.48a) 


que para procesos infinitesimales se transforman en 


(8 H)r,, = (6 Gr, = O (9.48b) 
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Para finalizar esta sección, haremos algunos comentarios pertinentes 
sobre los resultados aquí obtenidos. En primer lugar, es sumamente 
importante subrayar que el concepto de equilibrio no es absoluto. En 
efecto, un sistema está en equilibrio frente a un proceso determinado 
con base en cuyas características podemos elegir una función de estado 
que describa al sistema en ese proceso y tenga un valor extremal, máximo 
o mínimo, en el estado inicial. Desde este punto de vista, no hay poten- 
ciales termodinámicos privilegiados y todos son lógicamente equiva- 
lentes. También, para procesos inducidos, al remover una restricción 
de modo que el sistema adquiera un estado de equilibrio menos restrin- 
gido, la entropía siempre aumenta y las otras funciones disminuyen. 
Las ecuaciones (9.46a)-(9.48b) no generan criterios o condiciones de 
equilibrio. La termostática sólo estudia sistemas en equilibiro. Los estados 
inicial y final de las funciones discutidas son estados de equilibrio cu- 
yas características están contenidas en las ecuaciones citadas. Como 
veremos más adelante, el que un potencial termodinámico tenga un 
máximo o un mínimo consistente con un cierto conjunto de restric- 
ciones €,, está íntimamente relacionado con la “estabilidad” del sistema 
frente a cambios definidos. 

La importancia de las ecuaciones (9.46a)-(9.48a) radica en que al no 
contener información sobre el estado final, a partir de ellas es posible 
deducir relaciones entre variables termodinámicas que caracterizan el 
estado de equilibrio inicial. 

Por último, conviene insistir en que la ecuación fundamental para de- 
ducir un potencial termodinámico conveniente es la ecuación (9.45), o 
su análogo infinitesimal (9.43). Cuando haya procesos que ocurran a lo 
largo de trayectorias diferentes a las aquí discutidas, se debe recurrir a 
las ecuaciones citadas para deducir la función de estado que imitea pa 
lo largo de dicha trayectoria. 

Posteriormente discutiremos la generalización de estos resultados 
para sistemas abiertos*, así como su aplicación a problemas específi- 
cos. En particular, en el capítulo 15 veremos su relación con el proble- 
ma antes mencionado sobre la estabilidad de sistemas termodinámicos. 


MÉTODO GRÁFICO 


Hasta ahora hemos discutido en forma muy general una manera de 
aplicar los resultados de la teoría a la resolución de problemas termodi- 
námicos concretos. Como hemos visto, esta solución es totalmente 


*Véase, Introducción a la termodinámica de sistemas abiertos por L. Garcíia-Colín S., 
Editorial Redacta, México, 1981. 
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analítica y está basada en el conocimiento, ya sea a partir del experi- 
mento o de una teoría microscópica, de un potencial termodinámico. 
En esta sección examinaremos de manera breve un método gráfico que 
por lo general se utiliza para resolver problemas termodinámicos ele- 
mentales. El método consiste en imaginar que el sistema o la sustancia 
en Cuestión realiza un ciclo de Carnot entre dos isotermas vecinas a 
temperaturas T y T — dT, respectivamente. Si el área del ciclo es dA y 
el calor absorbido en el proceso isotérmico a temperatura T es Q, enton- 
ces, por la ecuación (6.29), la eficiencia del ciclo será 
—|d'W| _ T—(T—AaT) 


—=— 9.49 
19| T > 
Como —|d'W| = dA en el espacio de estados apropiadamente selec- 
cionado, tenemos que 
dA dT 


HOT (9.50) 


Si ahora evaluamos el miembro izquierdo de esta ecuación para un 
sistema en particular, obtenemos una relación entre las variables que 
definen dA, el calor involucrado en el proceso y la temperatura. Para 
ilustrar este método consideremos los siguientes ejemplos: 


a) Calcúlese la dependencia de la tensión superficial de una película 
de líquido con la temperatura. Para ello consideremos un ciclo de 
Carnot con una película de líquido sujeta por un marco metálico. 
Si realizamos un proceso como el indicado en la figura 9.1 donde 
o es la tensión superficial y £ el área de la película, entonces 


—|W!| = [Q,| — 192] = — (22— EyJdo. 


Aplicando (9.42) 
_A%,— Ejdo__ dT 





19, | E 
do QQ 1 
djs "DEE TT 
Pero |Q,| (Z2 — *X1) = l es el calor latente de formación de una 


superficie unitaria de la película, por lo cual 


d l 
(Sr). ==x7 (9.51) 
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b) 
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la variación en la tensión superficial por unidad de temperatura, 
es inversamente proporcional a la temperatura absoluta. 


Ecuación de Clausius-Clapeyron que da la variación de la presión 
de vapor de un líquido con la temperatura. Consideremos la por- 
ción de las isotermas T y T—aT en la región horizontal, esto es, la 
región en la cual coexisten en equilibrio las dos fases, líquido y va- 
por. Construyamos un ciclo de Carnot en esta región entre estas 
dos isotermas y dos porciones de adiabáticas muy pequeñas. El 
proceso 1-2 corresponde a la evaporación del líquido a presión 
constante, para lo cual se Pia un cierto calor latente l. El área 
del ciclo es 


= (V, e v, Jdp. 
Por otra parte, Q = l el calor latente de evaporación. 


Entonces, la ecuación (9.42) aplicada a este caso nos da 


(V,-V.) dT . 
e dp = A“ 


dp L, 


ar “air dd 


donde l,, es el calor latente por unidad de masa. Esta ecuación, lla- 
mada de Clausius-Clapeyron, proporciona la variación de la presión 
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Figura 9.2 


de vapor con la temperatura, en función de cantidades conocidas 
como las densidades del vapor y del líquido, del calor latente y de 
la temperatura. 


PROBLEMAS 


9.1. 


9.2. 


9.3. 


Demostrar que en la representación de la entropía, la ecuación de Gibbs- 
Duhem toma la forma 


val )- E ral) -o 
Demostrar que para un gas monatómico ideal 
a)F =+RT—TGvARlnT + vRIn V) + const. 
b)G =$ RT—TGHRINnT—vRInp + vRlIn R + const.) + const. 
Identifiquese la constante dentro del paréntesis. 
Construir un ciclo de Carnot que opere con radiación electromagnética 


entre las dos isotermas T y T — dT, para obtener la ley de Stefan- 
Boltzmann, u = aT*, donde u es la densidad de energía y a = const. 
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9.4. 


9.5. 


9.6. 


9.7. 


9.8. 


9.9. 


POTENCIALES TERMODINÁMICOS 


Deducir las relaciones de Maxwell para un sistema con dos grados de li- 
bertad en la representación X—Y. 


Usar los resultados del problema anterior para deducir las relaciones de 
Maxwell para un sólido dieléctrico y una barra elástica sujeta a tensión. 


a) Usar la segunda ley de la termodinámica para demostrar que en cual- 
quier proceso. 


d'W > d'W... 


b) Con el resultado del inciso anterior probar que —(AW.),.. no puede ser 
negativo ni cero en la ecuación (9.42). 


Mostrar que H es la función que imita a $ para un proceso descrito por una 
trayectoria en la cual S y p son constantes. 


Discutir los análogos magnéticos (pdV = 0) de las ecuaciones (9.46) a 
(9.48). Extender los resultados al caso de un gas paramagnético en el cual 
los procesos pueden ser isométricos o isobáricos. 
Considérese el sistema descrito en la figura 4.2 y tomando en cuenta que 
el proceso U = U, + U, = cte. y V = V, + V,, usar la ecuación (6 S),, , = 0 
para deducir que en el estado final de equilibrio 

TOD =T0 

po = po 


es decir, el equilibrio es térmico y mécanico. 


Sección Il 


Aplicaciones 
de la 
termodinámica 


10 


Gases imperfectos. 
Sustancias puras 


Los gases reales difieren en sus propiedades de los gases ideales, de 
dos maneras: 


1. No obedecen a la ecuación de estado de un gas ideal, pu* = RT. 
2. Un gas real en condiciones adecuadas de temperatura y presión, 
puede licuarse y solidificarse. 


Experimentalmente, las isotermas de los gases reales están represen- 
tadas en la figura 10.1 en un espacio de estados p — V. En esta gráfica 
se muestran tres isotermas T, < T. < T,. La isoterma T., la temperatura * 
crítica del gas, define el punto crítico E caracterizado porque cuando su 
presión y temperatura coinciden con las del gas, éste pasa súbitamente 
a su estado líquido. La envolvente FCEBG define la región en la cual las 
fases líquida y gaseosa coexisten en estado de equilibrio. En esta región 
las presiones del vapor y del líquido son iguales y su valor se conoce 
como presión de vapor, que es una función de la temperatura. La por- 
ción FCE de esta envolvente se llama frontera líquida y la porción 
EBG, envolvente gaseosa. Es común, aunque incorrecto, distinguir 
entre vapor y gas. 

Vapor es un gas que se encuentra a una temperatura menor que su 
temperatura crítica; o bien, es un gas que puede licuarse. Sin embargo, 
las propiedades de gases y vapores son idénticas entre sí. 

Cuando un líquido se calienta a presión atmosférica se llega a un es- 
tado que puede representarse por un punto en la envolvente líquida. 
En este momento el líquido se encuentra en equilibrio con su vapor y la 
correspondiente temperatura se llama temperatura de ebullición. Si 
se mantiene el calentamiento, el sistema liquido-vapor aumenta de vo- 
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F  Sólido-vapor 





Figura 10.1 


lumen, que es el conocido fenómeno de la ebullición. Por esta razón, 
a la curva de la presión de vapor también se le llama curva del punto 
de ebullición. Curvas análogas a ésta existen para los fenómenos de 
solidificación (o fusión) y de sublimación. Las tres curvas, en un diagra- 
ma p — T, se intersecan en un punto llamado punto triple, en el cual 
coexisten en equilibrio las tres fases, líquida, sólida y gaseosa. La repre- 
sentación gráfica de estas curvas en el espacio de estados p — T, está 
indicada en la figura 10.2. La pendiente de la curva de fusión puede ser 
positiva o negativa, dependiendo de si la sustancia se contrae o se ex- 
pande al fundirse, respectivamente. 

Para un cambio de fase como el de la ebullición (o condensación) es 
posible calcular la cantidad de calor involucrada en el proceso. Esta 
cantidad se llama calor latente de ebullición y se define como 


(=9 (10.1) 
m 


donde m es la masa de la sustancia. 

De acuerdo con la primera ley de la termodinámica, Q = AU + W y 
además W = p(V,—V., ya que el proceso es isobárico y reversible. Por 
tanto 


[a] = U, + pv,— (U, + pv) 


= H,—H. 
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Figura 10.2 


Así pues, el calor latente está dado sólo por la diferencia entre las 
entalpias de la sustancia en sus dos fases, por unidad de masa 


1 = h,— h.. 
Para el calor latente de ebullición 
La = Ms Ma (10.2) 
Existen ecuaciones similares a la anterior para la sublimación y la 
fusión. 
ECUACIONES DE ESTADO 
Numerosas ecuaciones de estado han sido propuestas para describir 
el comportamiento de gases imperfectos en intervalos limitados de pre- 
sión, temperatura y volumen. Aquí discutiremos algunas de estas 
ecuaciones para ilustrar los métodos termodinámicos desarrollados an- 


teriormente, sin pretender con ello realizar un estudio exhaustivo. 


i) Ecuación del virial (Kamerlingh-Onnes, 1911): 





po=A+Z+ pi +... (10.3) 
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En esta ecuación, para un mol de gas a =RT, B= B(T) ..., son los lla- 
mados primer, segundo, tercer..., coeficientes del virial. Cuando p >-0, 
vV=>0w,pu= RKTyentoncesB = C =... = 0, esto es, obtenemos el caso 
del gas ideal. 


ti) Ecuación de Van der Waals: 








(> + La) (v* —b) = »RT (10.4a) 
o bien 
(» +— ) (v— b) = RT (10.4b) 


donde a y b son dos constantes particulares para cada gas, cuya in- 
terpretación puede darse en términos de las fuerzas intermoleculares 
que actúan entre las moléculas que componen al gas. Esta ecuación, 
aunque válida sólo cuando el gas se aparta poco de su comportamiento 
como gas ideal, es de suma utilidad, pues representa cualitativamente 
la ecuación de estado de un gas en todo el intervalo de gas y líquido; por 
tanto, más adelante la discutiremos con todo detalle. 


tii) Ecuación de Dietrici: 
plvu—b) = RTexp[— a/RTvu] (10.5) 
Se le aplican los mismos comentarios que a la ecuación de Van der Waals. 
iv) Ecuación de Berthelot: 
+ a 
p Ty? 


Esta ecuación es una simple variación de la ecuación de Van der Waals. 





(vu—b) = RT (10.6) 


v) Ecuación de Callendar: 


plu—b) = RT— + (10.7) 





donde a, b y r son constantes. Es una ecuación empírica que se usa 
para representar con bastante precisión las propiedades del vapor de 
agua. 
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Propiedades de la ecuación de Van der Waals. Escribamos la ecuación 
(10.46) como 


ab 


7 = RT 





a 
pu— pb e 


por tanto 
pu? — v!(pb + RT) + av— ab =0. (10.8) 


Para T = const. (esto es, consideremos una isoterma), la ecuación cúbi- 
ca en u tiene tres raíces, reales o imaginarias, que son los puntos donde 
interseca una línea p = const. A temperaturas suficientemente bajas, 
las tres raíces son reales, pero a medida que T aumenta éstas se aproxi- 
man una a otra hasta llegar a un valor de T (que es la temperatura 
crítica) para la cual las tres raíces son iguales (véase la fig. 10.3). 

Para temperaturas mayores sólo existe una raíz real en todo el inter- 
valo de presiones. Para p = O, las isotermas están dadas por 


vRT—av+ab=0 


de donde 
a aty/ a? — 4RT ab > ¿2 É ¡-£PRT] 
_ 2RT = 2RTL a 








Figura 10.3 
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y estas raíces son reales si a>4 bRT .. 4RT< + Si4 RT = > entonces 


uv = 2b; es decir, la isoterma toca a p = O en ese punto y para valores 
mayores de T no hay intersecciones reales. 
El punto crítico para estas isotermas está dado por las condiciones 


Pp A Pp - 
e: IMA - 1 du? las =D 


ya que tanto la pendiente como la curvatura de la isoterma son cero en 
dicho punto. De la ecuación (11.4b) 


po; MEG - 


por tanto 
RT. 2a _ 
O 
2RT. _ 6a(v.— b) 
(1. — DP vt 


Al aplicar este sistema de ecuaciones para v. y T., obtenemos 


v.=3b 
8a 
T-= 37 BR 


que sustituidos de nuevo en la ecuación para p conducen al resultado 
a 
P:= 37 pr 
Nótese también que 


a pum. _Sab 1. 
Zo =-=RT rr? y (10.9) 


| uo 





El valor de Z. para el gas de Van der Waals es 0.375 y puede compa- 
rarse con los valores obtenidos para varios fluidos, que se presentan en 
la tabla 10.1, donde además hemos listado los valores de las constantes 
a y b. Como se puede apreciar, Z. varía en el intervalo 0.23 < Z, < 
0.308 el cual es menor que el valor obtenido para la ecuación de estado 
de Van der Waals. Este resultado confirma la validez del modelo de- 
sarrollado para representar el comportamiento de un gas real. 
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Tabla 10.1 


HO (vapor) 
SO 





Es importante señalar que los valores de a y b listados en la tabla 
10.1 son los que mejor reproducen los datos de estado para los fluidos 
respectivos con la ecuación de Van der Waals, sobre todo para T < T.. 

Los valores de a y b también pueden calcularse a partir de los valores 
del segundo coeficiente del virial, es decir 








vb" uv y v y? 
BE É ¿2]-84 ,b<vu 
v v v 
Entonces 
pu=RT+ ETE == + O(u?) 


y al comparar este resultado con la ecuación (10.3) encontramos que 
B(T) = RTb—a. (10.10) 


Por otra parte debido a que B(T) puede medirse con relativa precisión 
o calcularse en términos de un potencial intermolecular dado mediante 
la teoría cinética de los gases, a y b pueden determinarse de manera 
independiente. Si comparamos los resultados obtenidos con los de la 
tabla 10.1, es común encontrar que no concuerdan entre sí, pues la 
ecuación de Van der Waals no proporciona resultados cuantitativa- 
mente correctos cerca del punto crítico, ya que representa una correc- 
ción pequeña al gas ideal. 
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ECUACIÓN REDUCIDA 


Una ecuación de estado con dos constantes arbitrarias puede expre- 
sarse en forma adimensional, definiendo las llamadas variables redu- 
cidas 


r=Eó=50= 37. (10.11) 


Al sustituir esta ecuación en la ecuación de Van der Waals, tenemos que 
die RTO  _a 
PS bo. — Bb T6uye 


Si introducimos los valores de p., T. y v. en esta ecuación y simplifica- 
mos, obtenemos 


80 3 
“Bi 1 Y 
o alternativamente 
(-+ 3) (39— 1) = 80. (10.12) 


Esta ecuación, en la cual han desaparecido las constantes ajustables 
a y b, se llama ecuación de estado reducida y ejemplifica un caso 
particular de la ley de estados correspondientes: los gases que tienen 
los mismos valores de r, $ y 0 están en estados correspondientes. Esto 
implica que todas aquellas sustancias con los mismos valores de r, q y 0 
deben comportarse de manera similar, lo cual es aproximadamente 
cierto. 


REGIÓN HETEROGÉNEA 


La diferencia esencial entre las isotermas de un gas real y las de un 
gas de Van der Waals, estriba en que a temperaturas debajo de la tem- 
peratura crítica las últimas son curvas continuas que exhiben un máxi- 
mo y un mínimo; es decir, tienen la misma forma analítica para las 
fases líquida y gaseosa, en tanto que las de un gas real tienen, en esa 
región, una porción horizontal (véase la fig. 10.4). 

En esta región el gas no corresponde a estados homogéneos, pues la 
sustancia se separa en una parte líquida y otra gaseosa. Sin embargo, 
es posible hacer corresponder la porción BCDEF de una isoterma de 
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Figura 10.4 


Van der Waals con la existencia de estados de equilibrio metaestables 
en gases reales. En efecto, si a partir de F un gas real se comprime lenta- 
mente en ausencia de polvo y aislado de perturbaciones mecánicas, 
puede llevarse a cualquier punto de FE donde se llama vapor sobreca- 
lentado. De manera similar, la región BC corresponde a la del líquido 
sobreenfriado. Tanto el vapor como el líquido mencionados son ines- 
tables ante cualquier perturbación, y en presencia de alguna, el vapor 
se condensa (o el líquido se evapora) y cae a un punto en la porción hori- 
zontal. 

Ahora bien, si suponemos que la curva BCDEF representa los estados 
de equilibrio metaestables de un gas real, sería posible pasar, mediante 
un proceso isotérmico, de la región de vapor FG a la región del líquido 
BA. Entonces, dada la temperatura de la isoterma, el problema consiste 
en saber en qué punto hay que trazar la recta BDF que determina la 
presión del vapor a esa temperatura y, por tanto, los estados de 
equilibrio estables correspondientes a la mezcla heterogénea líquido- 
vapor. 

Para ello consideremos el ciclo isotérmico reversible BCDEFDB. 

Nótese que D es un punto de la isoterma de Van der Waals en la tra- 
yectoria CDE, y un punto de la isoterma real en la trayectoria FDB. In- 
tegremos la ecuación 


Tds = du + pdvu 
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para este ciclo 


rhas =S pau +Gpdo. 
pas =0; pa =0 
pao =0 


es decir, la isoterma real debe trazarse de modo que el trabajo total rea- 
lizado por el fluido en dicho ciclo sea cero, lo cual implica que las áreas 
bajo las curvas BCD y DEF son iguales. Debido a lo anterior, a esta 
construcción se le conoce como la regla de las áreas iguales o cons- 
trucción de Maxwell. Es posible demostrar que dicha construcción 
corresponde justamente a la curva en la que la función F(T, V) es un 
mínimo y, por lo tanto, a la curva que representa a los estados estables 
del fluido (véase el capítulo 14 del PTC, en particular los problemas 
14.25 y 14.26). 

Los puntos E y F que indican el límite de los estados metaestables en 
la isoterma de Van der Waals, pertenecen a toda una familia de puntos, 
una pareja de ellos por cada isoterma que termina en el punto crítico y 
que determina una curva en el plano p—u llamada curva espinodal. 
Su estudio y propiedades son todavía un tema de investigación actual 
y juega un papel importante, no sólo en fluidos, sino en sistemas más 
cercanos a problemas prácticos como aleaciones binarias, mezclas vi- 
driosas, fluidos con dos componentes, etc.! 

Es posible obtener el sistema de ecuaciones (implícitas) que determi- 
nan la posición de la isoterma real. En efecto, mediante variables redu- 
cidas y llamando q, y f,, a los volúmenes correspondientes a los puntos 
extremos donde q, > 4, tenemos 


b, % 80dH 2 do 8 3%, — 1 1 1 
= LA si o DARE e | e 
| a lo, 39 — 1 al, di E Es E 


Como 


obtenemos que 


y por tanto 


8 gn 3 —1 de ¿e ls e 
70138 +9 (2) = 566 $1). 


1El lector interesado puede consultar el excelente artículo de J. W. Cahn, **Spinodal De- 
composition”, en Transactions Met. Society of AIME, vol. 242, 1968, pág. 166. 
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Además, (r, 61) y (r, d,) están sobre la isoterma metaestable, por lo cual 


80 3 80 3 


Er a A si 


T= 


que puede usarse para calcular r, d, y d». 
Los límites de los estados metaestables también pueden calcularse, 
pues corresponden a los puntos E y C para los cuales 


A) y 20,6 
de J. "(396 1)? * $ 


de donde resulta que 


49 = L22E 


Al sustituir este resultado en la ecuación reducida, tenemos 


,- AB6-1Y _3_694-2 3 
 —Bp=D4 e p p? 


y finalmente 


(10.14) 


que es la ecuación de la curva que separa los estados metaestables de 
los inestables. 


PUNTO CRÍTICO 


El punto crítico está definido por 





Entonces 


Debido a que las propiedades de un gas son altamente singulares en 
el punto crítico, es conveniente hacer un estudio más detallado de las 
mismas. 
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Es claro que 
dp 
ca ] >0 


es válido para V = V., T = T. (véase la fig. 10.2), pero 


Am, E), 


entonces 
dp 
). 


para T = T., esto es, el coeficiente de expansión volumétrica también es 
infinito en el punto crítico. Como 


_([ op oV 
oo (ae), (or), 7 


C, = o para T = T.. 


Un análisis del punto crítico mediante una ecuación de estado como 
la de Van der Waals, ilustra cualitativamente los resultados anteriores; 
sin embargo, cuantitativamente las conclusiones son inexactas. Las 
isotermas de un gas real son más planas que las de un gas de Van der 
Waals, tanto así que, en la actualidad, parece que 


%p 0% p 

1), 9 ave), 
también son cero en T = T. y V = V., lo cual nos hace pensar que el 
comportamiento de un gas real en el punto crítico no puede represen- 
tarse por funciones que sean desarrollables en series de Taylor en la ve- 


cindad de dicho punto. En el capítulo referido a las transiciones de fase 
(capítulo 14) desarrollaremos este tema. 





EFECTO JOULE—KELVIN 


Hasta ahora hemos discutido la naturaleza de las propiedades térmi- 
cas con base en una ecuación de estado, especificamente la de Van der 
Waals, para un gas imperfecto. Sin embargo, si queremos tener un co- 
nocimiento completo de todas la propiedades termodinámicas del gas, 
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es necesario conocer algo más sobre sus propiedades caloríficas. En el 
capítulo 6 vimos que mediante el experimento de Joule-Gay Lussac es 
posible asignar a un gas ideal una energía interna dependiente sólo de 
T, pero este resultado no es aplicable para gases reales. Experimentos 
posteriores realizados por Joule y W. Thomson (Lord Kelvin) dieron 
lugar a un efecto ahora conocido como efecto Joule-Kelvin que resultó 
ser muy eficaz en la investigación de las propiedades termodinámicas 
de gases imperfectos. El método utilizado por estos autores consiste en 
observar el cambio en la temperatura de un gas cuando éste pasa, 
adiabáticamente, por una diferencia de presiones constante, a través de 
una válvula u obturador de gases. Originalmente se usaba una pared 
porosa y de allí que a este efecto también se le conozca como experi- 
mento de la pared porosa. 

A lo largo de dos secciones de un tubo o ducto cualquiera conectadas 
entre sí por una válvula (fig. 10.5), se establece un flujo estacionario 
con un gas cualquiera. Este flujo se condiciona de modo que la presión 
p.a la izquierda de la válvula sea mayor que la presión p, a la derecha, 
ambas manteniéndose constantes. Entonces, si una masa de gas ocupa 
un volumen inicial V, al pasar a la región de menor presión, donde ocu- 
pará un volumen V,, realiza un trabajo W dado por 


0 Vf 
W = | pdV + | paV = pVpV: 
vi 0 


ya que W = W.., pues d' Q = O para todo el proceso. Entonces, según la 
primera ley de la termodinámica 


U, + py V, = U, + p;V. 
o sea que 


H, = H, (10.15) 


A 
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Figura 10.5 
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el proceso es isentálpico. Debe quedar claramente establecido que 
el flujo de gas de la región de alta presión a la de baja presión, no es re- 
versible, pero en cada una de las secciones existe el equilibrio térmico. 
Para este proceso, la variación de la temperatura con la presión está 


dada por 
eS (25) (10.16) 
H 


donde y es el llamado coeficiente de Joule-Kelvin que tiene una 
representación geométrica bien definida. Si consideramos T, como la 
variable dependiente y variando p,, T. y p, se pueden obtener una 
serie de puntos que representados en un diagrama T, p están unidos 
por una curva, la isentálpica del proceso (véase la figura 10.6). 

Las isentálpicas determinadas en este experimento, como lo estable- 
ce claramente la ecuación (10.15), representan a un proceso, no a un 
estado de equilibrio. En efecto, para una pareja de valores de p, y T., la 
ecuación h (p,, T) = h(T, pj) = const, implica que para cada valor de 
esa constante, T, = Ty (py) 

En general, podemos escribir que 


T, = T;, (p., T,, py 


puede ser igual, mayor o menor que T, y la pendiente a la curva en cada 
uno de estos puntos, es precisamente y. Más aún, la curva tiene una for- 


x, Curva de inversión 
x 





Figura 10.6 
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ma como la mostrada en la figura 10.6, con un punto para el cual y = O. 
Al lugar geométrico de los puntos para los cuales y = O se le llama cur- 
va de inversión. La región a la izquierda de esta curva corresponde a 
procesos donde y > O; es decir, a una disminución de presiones corres- 
ponde una disminución en la temperatura y ocurre un enfriamiento. 
Éste es el principio para que opere una máquina Collins utilizada en 
la licuefacción de gases. Para la región y < O, a la disminución de la pre- 
sión corresponde un aumento en la temperatura y, por tanto, un calen- 
tamiento. 

Es conveniente expresar y en términos de las variables de estado, a 
fin de calcular la ecuación de la curva de inversión. Para ello partimos 
de la ecuación (9.32), a saber 


dH = TdS + Vdp. 


Por otra parte, de la llamada segunda ecuación TdS, o sea 


TdS = C,dT — TVBdp (10.17) 
obtenemos 
dH = C,¿dT + V(1 — Tf)dp 
por tanto 
o0T Vv 
.p.- a q UE=4 (10.18) 


Para un punto de inversión u = O, lo cual implica que 


T.=>% (10.19) 


También para un gas ideal y = O. Esto es fisicamente consistente, 
pues un gas ideal no licúa. Además H = H(T) para este sistema. 
Para un gas de Van der Waals 


be 1 R(V— b) 
E E 


v 

a A RT(V — b) j 

GQ Ba e | 
VRT — EV — b) 


9T 


entonces 
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La temperatura de inversión está dada por la condición y = O, por lo 
que 


— RT, + Lo (V.— 2bV + b?) =0 


y tomando en cuenta que V > b 


y 4ab 
bRT, = 2a — =— 
o bien 
_ 2a 2b 


Véase que T, + O, debido a que el gas de Van der Waals parte de un 
gas ideal para a + O, b 4 O. 

Puesto que y = O siempre que Tf = 1, esta condición sustituida en la 
ecuación de estado, determina la curva de inversión. Si partimos de la 
forma reducida de la ecuación de estado, es decir, la ecuación (10.12), 
obtenemos el siguiente resultado para un gas de Van der Waals 


80 3 
“""a=-T Y 


por tanto 
_  8db, 240d6, 6 
RI rt e 
__4d0, _ 120 — 33 1 ¿y . 
GT A DA 
E: _ 446391) 
00). — 12664? — 3(349 — 1)? 
- En función de las variables reducidas, la condición para que 4 = O 
será 
(Lo) a 
EA ua 
luego tendremos que 
409 (39— 1) 


1206 — 386919 *=0 
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o bien 


3 
0 = qt 1)?. (10.21) 


En función del volumen reducido, esta ecuación nos da la temperatu- 
ra para la cual un gas de Van der Waals tiene una y = O. Al sustituir este 
resultado en la escuación de estado, obtenemos 


T= 20 1) (10.22) 


que es la ecuación de la curva de inversión. 

De las ecuaciones (10.21) y (10.22) se puede eliminar el volumen para 
obtener la ecuación de la curva de inversión en el plano 0 — r. El resul- 
tado es 


(r + 120 + 27)? = 17280 (10.23) 


cuya gráfica aparece en la figura 10.7 representada por la curva pun- 
teada 1. 

La curva Il representa la curva calculada con una ecuación de Dietrici 
y está definida por la ecuación 


504 
T=(8— 0) exp (5-3) (10.24) 

La curva Ill representa los resultados experimentales obtenidos para 
el nitrógeno. Al comparar los resultados teóricos vemos que la curva 
obtenida a partir de la ecuación de Dietrici concuerda mejor con la curva 





Figura 10.7 
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III que la curva obtenida para el gas de Van der Waals, pero esta concor- 
dancia todavía deja mucho que desear. La región dentro de la curva de 
inversión corresponde a la región para la cual y > O y el gas se enfría 
por expansión, en tanto que fuera de esta región y < O y el gas se calienta. 

Existen dos aplicaciones del efecto Joule-Kelvin que son de gran im- 
portancia en la práctica. La primera de ellas es que permite investigar 
los coeficientes de virial que ocurren en el desarrollo del virial de la 
ecuación de estado de un gas imperfecto y, por tanto, proporciona infor- 
mación sobre la naturaleza de la fuerzas intermoleculares. La segunda 
aplicación la constituye el uso de este efecto en la calibración de termó- 
metros utilizados en la calibración de temperaturas empíricas en tér- 
minos de la escala termodinámica. A continuación discutiremos estas 
dos aplicaciones. 

Supongamos que la ecuación de estado de un gas real está represen- 
tada por la ecuación (10.3). Esta ecuación puede reescribirse en la forma 
siguiente 


pu =A'+B'p+C'p?+ ... (10.37) 
donde 
A'=A=RT, B' => C' =BB' + A?C,... (10.3'') 


De las ecuaciones (10.3') y (10.18) podemos obtener 


pC, = [ráh>—8] +p (12%-c) de (10.25) 


Si ahora suponemos que y y C, también se pueden expresar como series 
de potencias en la presión p, esto es 


up, T) = (TD) + pul T) +... (10.26a) 
Ep. Te CAD + PLATA io (10.26b) 

entonces 
4C, = AMC, ADM + pl MC AD + Cri Da (D)] +... (10.27) 


Al comparar los coeficientes de p de las ecuaciones (10.25) y (10.27), 


obtenemos 
_ MT d [B'(T) 
po(T) = a aT T ) (10.28) 
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o de otra manera alternativa 


Tod (Bm) 
pol T) = a ar (an) (10.29) 


ecuación que expresa el segundo coeficiente del virial B(T) en función 
de uo(T), cantidad que se determina experimentalmente. En efecto, de 
las determinaciones experimentales de uyo(T) se puede obtener informa- 
ción acerca del segundo coeficiente del virial, o también un valor teórico 
de B(T) obtenido para cierto modelo de interacción molecular, puede 
confrontarse con el experimento y comprobar así su validez. El proceso, 
aunque más laborioso, es aplicable a otros coeficientes del virial, al 
comparar los coeficientes de p, p?... de las ecuaciones (10.25) y(10.27). 

La segunda y última aplicación del efecto Joule-Kelvin está basado 
en el siguiente resultado obtenido anteriormente: el termómetro de un 
gas ideal es el más adecuado para determinar temperaturas empíricas. 
También demostramos que para todo el intervalo donde es aplicable 
la escala con respecto al gas ideal, 9 = T, donde Tes la temperatura uni- 
versal. Sin embargo, si queremos calibrar un termómetro a fin de obtener 
temperaturas termodinámicas, aun en condiciones en que el termóme- 
tro (He o H;) no se comporte como un gas ideal, es necesario introducir 
correcciones a la temperatura medida, por efectos de no idealidad. El 
efecto Joule-Kelvin es muy adecuado para este fin, ya que como y = O 
para un gas ideal, su determinación proporciona una medición del grado 
de imperfección del gas y, por lo tanto, sugiere una forma natural de 
establecer estas correcciones. 

Supongamos que 6 es la temperatura medida con el termómetro y 


dp 
dicho termómetro. Por otra parte, la expresión termodinámica, para 
este efecto, está dada por la ecuación (10.18), a saber 


o0T 1 dv A 
¿lr com 


Sea C', el calor específico a presión constante medido por el termó- 


metro, esto es 
, _(o0H _([oH dT _ dT 
AAN Ea] do “a 


bad ) = (0, p) el coeficiente de Joule-Kelvin determinado mediante 
H 





Entonces 


om-= (2) - 2 [ar e dv —a)] 
AMP a), AT Lap), ar a, Pl, 
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por lo que 
H(0, p) = + [T (2) —H— v] =p". (10.30) 
Al recordar términos en esta ecuación, obtenemos 


Esta ecuación tiene la ventaja de que todos los términos que aparecen 
en el miembro derecho pueden determinarse con el termómetro de gas. 
Entonces, al integrar dos temperaturas cualesquiera 


T, _(%/00 d9 





Seleccionando los límites de la integral como dos fijos, por ejemplo, 
hielo y vapor, se obtiene la relación de las temperaturas absolutas para 
estos puntos 


Te 37316 / 9y d6 
e exp JA 90 ) 4 C”, + y id 





Si queremos calcular T, o T, basta integrar la temperatura 9 correspon- 
diente y otro punto cualquiera. En esta forma, la escala del gas ideal 
está calibrada en términos de la escala termodinámica. 


PROBLEMAS 


10.1. 
a 


= 


Calcúlense U(V, 6), S(V, 6), C,, Cy y C, — Cy para un gas de Van der 
Waals. Supóngase que C, es constante, es decir, independiente de T 
y V. 

Deducir la ecuación de la trayectoria de un proceso adiabático 
reversible para un gas de Van der Waals. 


b 


= 


10.2. 
a 


= 


Obténganse las constantes críticas para un gas que obedece a la 
ecuación de Dietrici. 


b) Obténgase la forma reducida de la ecuación de Dietrici. 


= 


10.3. Aplicar los mismos incisos del problema 11.2 a la ecuación de Ber- 
thelot. 


10.4. Demostrar que para un gas de Van der Waals $, K y C, son infinitos y C, 
finito en el punto crítico. Encontrar el valor de C,. Sugerencia: integrar 


10.5. 
10.6. 
10.7. 


10.8. 


10.9. 


10.10. 


10.11. 
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la ecuación (8.25b) sobre la isoterma crítica mediante la ecuación 
(10.12).2 


Obtener las ecuaciones (10.23) y (10.24). 
Demostrar las ecuaciones (10.3”) y (10.3'”). 


Demostrar que en una expansión adiabática reversible el gas siempre 
se enfría, es decir, 4 > O (dT < O para dp < 0). 


Suponga que un gas real está descrito por una ecuación de estado que 
contiene sólo hasta el término del segundo coeficiente del virial. La forma 
de éste es tal que existe una temperatura T, llamada temperatura de 
Boyle para la cual B=0 y el gas se comporta como gas ideal. Calcular T, 
en las ecuaciones de Van der Waals y de Berthelot. 


De acuerdo con la figura 10.4, mostrar que $ pdu = O sobre el ciclo BC- 


DEFDB no constituye una demostración de que el trabajo calculado 
sobre un ciclo isotérmico es cero. 


Dar un argumento fisico preciso para mostrar que la región CDE de la 
isoterma de Van der Waals en la figura 10.4 representa estados ines- 
tables y, por lo tanto, inalcanzables. 


¿Cuál es la dependencia más general que puede tener C, con T y V para 
que de acuerdo con la segunda ley sea compatible con la ecuación de 
Van der Waals? 


2Cfr. **Thermodynamics of Critical Points'”', en Physics Today, 21, 1968, pág. 23. 
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Sistemas magnéticos 


Un resultado muy conocido para el campo de inducción magnética Z 
es que div£ = 0, lo cual implica que la estructura magnética más sim- 
ple es un dipolo magnético, puesto que las líneas de inducción magnética 
son cerradas. En algunos materiales, los efectos magnéticos entre los' 
electrones no se cancelan y dan lugar a un momento magnético neto del 
material. Estos efectos magnéticos provienen esencialmente de asociar a 
los electrones un dipolo magnético. Estos materiales, como el Mn, U, etc., 
exhiben el fenómeno de paramagnetismo, que depende de la temperatura 
del material y, como veremos, puede usarse para convertir energía 
magnética en calor y viceversa, en especial a bajas temperaturas. 

Consideremos un material paramagnético en presencia de un campo 
externo de intensidad X'al cual está relacionado un campo de induc- 
ción $4. Si x es la susceptibilidad magnética del material y uy la permea- 
bilidad del vacío, tenemos que 


B= w (+ x). (11.1) 
También! 
x= B (11.15) 


donde f es la intensidad de magnetización por unidad de volumen. En- 
tonces 


B= y A+ B). (11.9) 


== 
Para conocer la dependencia de x con el campo externo +, examine- 
mos dos casos límites. Primero, si dicho campo externo es pequeño, 


> => 
IEn general x = B/ Xes un tensor. 
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entonces x es independiente del valor del campo. Segundo, en el caso 
extremo en que %'sea suficientemente grande para alinear a todos los 
dipolos, la intensidad de magnetización alcanza su valor máximo Bmax 


=p > Este valor es también independiente del valor de K luego x = u 
y a +7 O sea, es inversamente proporcional al valor absoluto del 
campo externo. 

La energía por la unidad de volumen está dada por 


e=1HB= 11H (H + B) (11.3) 


donde ! m.77 2 es la energía del campo magnético en el vacío y ] pH + fes 
la energía que el campo gasta para alinear los momentos magnéticos de 
los átomos. Entonces, la contribución total a la energía interna del sis- 
tema, producida por el campo, será 


E =11.V%X- $. (11.4) 


Definimos la magnetización total MSM = Vf. La ecuación (11.4) queda 
entonces como 


E=jM-X (11.5) 
Para materiales paramagnéticos 
M= VIH, (11.6) 


El trabajo de magnetización efectuado por el campo sobre el material 
para incrementar su magnetización por d “es 


dE = po VXKHC AH = mA. dÁ 


donde se han utlizado las ecuaciones (11.5) y (11.6). La energía gastada 
por el campo está dada por 


faz - 103 dÁ = nvx| 3. AR = 19? po Vx 


Por tanto, el trabajo que el sistema realiza sobre el campo está dado por 
la expresión siguiente 


2Nótese que si “es proporcional a %, a = a',. En estos casos la constante de propor- 
cionalidad es simplemente V., luego a = a”, = V,. 
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d'W=— yk» dí. (11.7) 


La primera ley de la termodinámica para un material paramagnético se 
expresa de la manera siguiente 


dU = d'Q— paV + yA dM (11.8) 


ya que — mA. des el trabajo realizado por el sistema sobre sus alre- 
dedores. Puesto que para materiales lineales e isotrópicos A y Á son 
colineales X+ dÁ = HA dM. También, en general pdV < K + dÁM y puede 
: despreciarse el término en pdV como ocurre en un sólido a bajas pre- 
siones; esto no ocurre en el caso de gases, donde debe estudiarse más 
detalladamente la relación entre ambos. 

Tenemos entonces que para sólidos a bajas presiones la ecuación 
(11.8) se reduce a 


dU=d'Q + yHdM 
y usando la ecuación (7.23) 
dU = TdS + ny HA dAM. (11.87) 


Esta expresión nos hace ver que para escribir relaciones entre va- 
riables termodinámicas válidas para un sólido paramagnético, basta 
tomar las correspondientes para un fluido y cambiar la presión p por + 
y el volumen V por — y“. De acuerdo con esta técnica discutiremos a 
continuación relaciones generales entre algunas propiedades calóricas 
de este sistema. Debido a que 


0Cy _ 0?p 
5), TE, 








obtenemos 
90C. RIA. 
Lan, Me (5) p a 


y análogamente 





0Cx 02 M 
Se), ar, (11.9b) 


De la ecuación (11.6) y suponiendo que x es, en general, función de + 
y de T, obtenemos, al sustituir en (11.9b) 
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2 
= ) = nro a ). (11.90) 


donde a(T, p) = Vx. 

Por otra parte, de la ecuación (8.21) que proporciona la diferencia 
entre los calores específicos para un fluido, obtenemos la relación 
correspondiente, a saber 


DM IN 
Cr— Con = — MT EM LL (11.10) 
De la relación cíclica 
INM 9T IM dl 
OT Ja L0M)r No ]r 
podemos transformar la ecuación (11.10) en la expresión 
9M |? INM 
Cre— Con = MyT a : 1 ; (11.11) 


Al definir la susceptibilidad isotérmica del sólido «*', como? 
, DM 
Q e] (11.12) 


por analogía con la compresibilidad isotérmica xr, y sustituir las 
ecuaciones (11.6) y (11.12) en (11.11), obtenemos 
TA po EE 


2 
ds di ES . (11.13) 


A diferencia de los fluidos ordinarios, para los que C,— Cy > O, en el 
caso de un sólido magnético, C.,— C.y 2 O. En efecto si 4 = 0 


Cae = Cu 


Para un material paramagnético “4 y están en la misma dirección, 
x > 0 y a'res positiva; luego, en presencia de un campo magnético C.z 
— Ci > O. Finalmente, si el material es diamagnético x < O, a”, es 
negativa y Cy—C.<0. 
Vamos ahora a trabajar un poco con las ecuaciones TdS. En las repre- 
sentaciones (T, 4“) y (T, 4), respectivamente, sabemos que 
IN 


TdS = C.¿dT — um T E-4p daM (11.14a) 
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IM 
TdS = Cr dT + MT EN dx. (11.14b) 


Al considerar un proceso isentrópico y reversible estas ecuaciones 
conducen de inmediato a los siguientes resultados 


oy [3 axy [as 
Ca - sor | e, ¿T M 3 rl o, ES (21, 100) 


_ 9M AN am ES 
cali, (30), (5) (E. cun 


donde para escribir la última igualdad hemos usado los análogos mag- 
néticos de las relaciones de Maxwell (M — 1) y (M— 3), respectivamente. 
Al dividir miembro a miembro las ecuaciones (11.15a y b) mediante las 
formas intermedias y realizar operaciones algebraicas simples con la 
ayuda de la relación cíclica, obtenemos 





INM 
Cx IM |s Q' y 
— = = T . 
Cs EE e (11.16) 
IM |r 


donde hemos usado la ecuación (12.12) y a”, es la susceptibilidad mag- 
nética adiabática, definida como 


, 90M 
a 52). . (11.17) 


Es interesante hacer notar que en ausencia de un campo magnético, 
T = 1, debido a que Cy = C. Más aún, T' difiere de la unidad propor- 
cionalmente a +? como puede verse de la ecuación (11.13). Esto implica 
que para campos muy pequeños una medición experimental de a's 
puede atribuirse a a, sin cometer un error grave. Sin embargo, en la 
práctica es a's la que se mide al utilizar campos alternos, ya que en 
estos casos la muestra no tiene tiempo de intercambiar calor con sus 
alrededores. Cuando los campos son grandes a's y a”, pueden diferir 
sustancialmente, lo cual implica que si magnetizamos al sólido de ma- 
nera adiabática, su temperatura puede variar. Lo anterior se comprueba 
mediante la ecuación (11.5b), ya que 
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Para un material lineal, 4“ = a*y, por tanto 


IaTY _ Tp([ 0d 
25) E ES Ls (11.18) 





Con base en esta ecuación observamos que si a« depende de la tempe- 
ratura, existe un cambio en la temperatura del material cuando éste se 
magnetiza adiabáticamente. Este efecto se conoce como efecto mag- 
neto-calórico, que aunque es pequeño a temperatura ambiente o tem- 
peraturas bajas, para sustancias tales que (da / 9T).. < O puede utilizarse 
a fin de obtener temperaturas menores de 1”K por desmagnetización 
adiabática. Para estimar el orden de magnitud de este efecto, vamos a 
considerar un sólido paramagnético ideal que obedece a la ecuación de 
Curie, a saber 


x=>F (11.19) 


donde a es una constante positiva. Mediante la ecuación (11.17) y la 
definición de a en términos de x, obtenemos 


e 
(2. = maV- (11.20) 


Para un sólido tal, S = S(4¿T) puede calcularse a partir del análogo 
magnético de la relación de Maxwell (M-4). En efecto 


IS _ IM E MT nn” H 
PS A Pi E Mo E 
e integrando desde XK = O hasta un valor Pa temperatura constante, 
obtenemos 


S(A T)—S(O, T) = — au ar (11.21) 


donde S(0, T) es la entropía del sólido en ausencia de campo. Si ahora 
realizamos una desmagnetización adiabática reversible a partir de una 
temperatura T, en presencia de un campo %, hasta una temperatura T, 
en ausencia de campo, la relación entre estas temperaturas está dada 
por la ecuación (11.21), esto es 


2 , 
S(O, T)—S(O, T) = — ap + (11.22) 
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ya que 
SA T;) = S(0, Tp. 
Como por otra parte 
9S 
Coro = T (47).. o 
para 


AS = S(0, Ty) — S(O, T) 


tenemos que 


HO? AT 
—0M0V 3777 = Cop 
y por tanto 
HO? 
AT = T,— Le; = MV cr (11.23) 
0%: 


donde Cy = Cr - o. Como C, y T,son grandes a temperatura ambiente, el 
cambio en T en estas condiciones es despreciable. En efecto, si 4” - 10% 
gauss y T, - 300K, AT -— — 107?'K. Sin embargo, a medida que T, dis- 
minuye, Cy también, y este efecto es bastante más pronunciado. 

A temperaturas muy bajas, las aproximaciones utilizadas para en- 
contrar el resultado expresado por la ecuación (11.23) no son válidas. 
Esto proviene esencialmente de la invalidez de la ecuación de Curie; sin 
embargo, dentro de esta aproximación podemos exhibir el comporta- 
miento cualitativo del sólido. Para ello calculemos C.,¿ a partir de la 
ecuación (11.21). El resultado es 


2 
Cs=0, + ajo He (11.24) 


A bajas temperaturas, valores moderados de +“implicarán una pre- 
dominancia del segundo término sobre el primero en el miembro derecho, 
de manera que al despreciar C, vemos que 


HO? 
Cx= mav 2 (11.25) 





Por otra parte, las ecuaciones (11.19) y (11.18) junto con la definición 
de a establecen que 
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que, combinada con la ecuación (11.25), conduce a la expresión 


9T IT 
IM” ]s HO 
y por tanto 
L- const. (11.26) 


para una desmagnetización adiabática. Esto implica que T disminuye 
proporcionalmente a %6' en el proceso, permitiendo que su valor se 
reduzca. En apariencia, este resultado implica que para 4 = 0, T = 
O%K, lo cual está en contradicción con la tercera ley de la termodinámi- 
ca, como veremos más adelante. Sin embargo, la ecuación (11.26) es 
inaplicable a bajas temperaturas por tres razones: 


a) La ley de Curie no es válida. 
b) Para campos moderados C, no es despreciable. 
Cc) Se han ignorado efectos de saturación. 


Sin embargo, al considerar una sal paramagnética que obedezca a la 
ley de Curie a la menor temperatura posible, como el alumbre o el 
CuKSO, se puede, a partir de T, = 1"K y += 20 000 gauss, desmagne- 
tizar la sal y producir una Ty, < 0.0005”K temperatura que no puede 
obtenerse por ningún otro método. 


GAS PARAMAGNÉTICO 


Como hicimos notar anteriormente, en el caso de un gas paramagnético, 
el término pdV que aparece en la ecuación (11.8) no es despreciable, en 
cuyo caso el sistema requiere de tres variables independientes para 
especificar sus estados de equilibrio. Entonces la ecuación fundamental 
de la termodinámica queda expresada como 


dU = TAS — paV + py Hd. (11.8) 


Supondremos conocidas dos ecuaciones de estado, a saber, la del gas 
ideal y la del medio paramagnético ideal. 


180 
Así pues 


pV=» RT 


M= UH = avÍ=C (11.27) 


ba 
T 
donde C es la constante de Curie. 

Tomemos primero la representación 4“, V, T. Si suponemos conocida 


la entropía como función de estas variables, podemos reescribir la 
ecuación (11.8'”') en la forma siguiente 


27 (E [ AS ] 
au=T (47), ars 7). dV + 
9S 

[r(¿5). + yg 9 ]ad 
y por tanto 
JU _ E 9S 
po cer, 
S 





Por otra parte, para la función de Helmholtz tenemos que 
dF = — SdT — pdV + y, HAM 
y por tanto 


oF 9F oF 
2 5, P 25), or 2), 


De estas relaciones surgen tres de las relaciones de Maxwell para el 
sistema, a saber 


98 _ [| óp óp_ a NE 
TV Iza LF uo NA ln E AUTO Ia 


fas y _, [9% ia 
Ml v.r ZP NT lev 
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Al emplear estas relaciones en las expresiones para las derivadas par- 
ciales de U con respecto a V y a 4“, respectivamente, obtenemos 


JU _ 0p JU _ IN 
OT), o Ee.. = 0 1 (2),, +) 


De las ecuaciones de estado conocidas, comprobamos que ambas ex- 
presiones son iguales a cero, por lo cual concluimos que U es sólo una 
función de la temperatura. La ecuación de energía para el gas es cono- 
cida 

U= fc, .ar + const. 
y si el gas es monatómico 


U =%v RT + const. 


Por otra parte 


e dS +T 9S oV +T IS IM 
_ o0T J«v 90V Jar VOT Jp. IM) vr V0T )p. 


que, mediante el uso de las ecuaciones (11.28) y de las ecuaciones de 
estado, puede reducirse a la forma 


av IM 
Cp = Cue + P 9T )... — me e 


y mediante una nueva aplicación de las ecuaciones de estado se obtiene 


2 





Cp. — Cv, = VR A Mz (11.29) 
Si el gas es monatómico, entonces 
2 
Cor PRA (11.30) 


La ecuación para la entropía en esta representación se puede obtener 
fácilmente al calcular su forma diferencial, por medio de las ecuaciones 
(11.28) y las de estado. Para un gas monatómico obtenemos 

dT dv M 


ds =A RG + "RÁ — GM 
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que por integración da 


S=S, + »R In 








[E)"- Lo pp? (11.31) 


"NIT bi 


donde T,, V, son los valores de la temperatura y el volumen para “4 = O. 

Vamos ahora a discutir el problema en la representación propor- 
cionada por las variables p, %, T, también llamadas experimentales. 
Para ello, transformamos a la ecuación (11.8”') a una forma diferencial 
en esta representación, calculando explícitamente las diferenciales de 
U, My V en función de p, y T. Con base en las ecuaciones de estado y 
en que U es sólo función de T, obtenemos que para un gas monatómico 


2 
TdS = E vR + E AT RT — yg Hd, (11.32) 


Esta ecuación permite estudiar varios casos especiales: 


i) Proceso isotérmico. En este proceso el calor transferido entre el sis- 
tema y sus alrededores está dado por la expresión 


TAS = ATP > HA 


y entre dos estados cualesquiera 


E Pi, to C ixpr_ e? 
Era PIO Y > qe: 12). 


El correspondiente cambio en la entropía es 


(AS), = — vR mba qe (A A, 


Así pues, si el gas se expande y desmagnetiza isotérmicamente, necesita 
absorber calor de sus alrededores, es decir, de una fuente a una tem- 
peratura T. La entropía disminuye a expensas de su aumento en los 
alrededores. 


ii) Proceso adiabático. En este caso dS = O. Al dividir el miembro 
derecho de la ecuación (11.32) entre el factor integrante T”1, obtenemos 


bx? 


d (3.2 ln T==>77 


—r% 1np) =0 
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donde b = yyC y la integral es 


o bien 


T3/2 
O id [—b+%?2/2vR T?] = const. 


Si llamamos T, a la temperatura a la cual 4= % y p = Pp, tenemos 


que 
p[ TI” o ble nl 
p E dd ET 3 E ls (11.33) 
Si el proceso es además isobárico obtenemos 
yates ld E 
2 To QvR T? Ti 


y el valor final de 4Pcomo función de T y las condiciones iniciales, está 
dado por 











HO? Dv R T ] 
pa 0 E 
H?= T? [ Ti HE ln Ta 
5vR ; 
Para un proceso en el cual 4A/T, < b (esto es, a partir de campos 


muy intensos o temperaturas muy bajas), la temperatura final es apro- 
ximadamente proporcional al valor final de %, esto es 


H 
A 





T=-T 


y el comportamiento es, como era de esperarse, análogo al del sólido 
paramagnético. 

Para un proceso adiabático a campo constante, la ecuación (11.35) se 
reduce a la forma 


inPo(T]_ be? [1 1 
"DRY TT 





que corresponde a la de un proceso adiabático usual en un gas ideal 
pT"+7 = const., sólo cuando + = O. 

Por último, si el proceso adiabático también es isotérmico, la presión 
dependerá del campo %; de acuerdo con la expresión 
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b 
p= preso | por] 


de manera que si Xdisminuye, p crece exponencialmente para mante- 
ner la temperatura constante. 


PROBLEMAS 


11.1. Escríbanse las relaciones de Maxwell para un sólido paramagnético. 


11.2. 


La ecuación (11.23) puede obtenerse directamente de la ecuación 
(11.18). Obténgasela y discútanse las condiciones bajo las cuales esto es 
posible. 


Obténganse todas las relaciones de Maxwell para un gas paramagnético. 


a) Encontrar U = U(S, V, 4“) para un gas paramagnético. 
b) ¿A qué expresión se reduce (a) si 4 = 0? Discútase el resultado. 


a JU _ JU a 
a) Demuéstrese aue¿2) > O, E) =0 
b) Dense los pasos conducentes a la ecuación (11.32). 


. Obténgase una deducción alternativa de la ecuación (11.8). Véase 


Callen, H., Thermodynamics, J. Wiley and Sons., Nueva York, Cap. 14, 
1960. 
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Termodinámica de la radiación 
del cuerpo negro 


INTRODUCCIÓN 


El estudio de la radiación de un cuerpo negro juega un papel muy im- 
portante en la física contemporánea. Las propiedades electromagnéti- 
cas y termodinámicas de dicha radiación, descubiertas durante las dos 
últimas décadas del siglo pasado, pusieron en jaque a toda la estructura 
de la fisica clásica conocida en esa época. Los descubrimientos que 
Planck y Einstein realizaron a principios de este siglo, pusieron en evi- 
dencia que la densidad espectral de la radiación, que determina la 
forma en que la energía por unidad de volumen está distribuida como 
función de la frecuencia a una temperatura prefijada, no puede estable- 
cerse a partir de las leyes de la física clásica; asimismo dieron a conocer 
la necesidad imperiosa que había de modificar las leyes de esta física, a 
fin de estudiar adecuadamente los fenómenos, tanto radiantes como 
corpusculares, que ocurren a frecuencias altas, es decir, longitudes de 
onda pequeñas. De esta necesidad surgió la disciplina hoy conocida 
como mecánica cuántica. 

En la bibliografía sobre la mecánica cuántica son pocas las obras 
científicas, sobre todo a nivel de libros de texto, que presentan de ma- 
nera coherente cómo surgió esta nueva disciplina de la física moderna. 
Por otra parte, es vital para el estudiante de fisica comprender que, 
contrario a lo que se piensa a menudo, la mecánica cuántica no es un 
ejercicio de abstracción matemática, sino una herramienta surgida de 
una necesidad impuesta por la naturaleza misma. Es por ello que en este 
capítulo presentaremos dentro de las limitaciones de una obra estricta- 
mente fenomenológica, una explicación un tanto exhaustiva de las prin- 
cipales ideas que condujeron al nacimiento de esta nueva concepción 
mecanicista de la materia y la radiación. 
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ASPECTOS ÓPTICOS DE LA RADIACIÓN 
ELECTROMAGNÉTICA 


En este capítulo estudiaremos el calor radiante, es decir, la ra- 
diación electromagnética emitida por cuerpos calientes. Lo anterior no 
implica que un cuerpo frío no radie, sino que la radiación emitida tiene 
longitudes de onda contenidas en la parte infrarroja del espectro. En lo 
sucesivo consideraremos a la radiación dentro de la aproximación de la 
óptica geométrica, esto es, la longitud de onda de las ondas emitidas es 
mucho menor que las dimensiones características de los cuerpos in- 
volucrados, a modo de poder despreciar los efectos de difracción y dis- 
persión. La unidad de tiempo que emplearemos para medir la energía 
promedio de estas ondas, será mucho mayor que su periodo, a fin de 
asegurar la independencia de dicho valor con respecto a las fases de las 
ondas a un tiempo inicial dado. En otras palabras, el calor radiante 
puede concebirse como un haz de rayos luminosos al cual se le puede 
asociar una energía radiante. 

Para determinar la intensidad de esta radiación consideramos dos 
elementos de superficie da y da” muy pequeños comparados con la 
distancia que los separa. De cada punto del elemento da parte un rayo 
luminoso que incide en otro punto de da' y reciprocamente; además, 
por cada punto de dichos elementos pueden pasar un número infinito 
de rayos. Si estos rayos se propagan en un medio homogéneo e isotrópi- 
co, estarán representados por líneas rectas y se propagarán con veloci- 
dad constante. Así pues, la energía radiada a través de da” por el ele- 
mento da, que supondremos mucho más pequeño que el primero, será 
igual a 

K Cada” cos Bco ta dt (12.1) 
donde cos 0 = cos (n, r); cos 0” = cos (n”, r); ñ y ñ” son dos vectores uni- 
tarios normales a las superficies (véase la figura 12.1), y Kes la energía 
emitida por unidades de tiempo y de superficie, así como una función de 
la posición, del tiempo y de la dirección. Si K es constante, ambos ele- 
mentos radian cantidades iguales de energía, el uno hacia el otro. Al 
representar por 


e da' c98 0' 
Ul 


al ángulo sólido subtendido por da” respecto a da, la ecuación (12.1) se 
transforma en 


K dad Q cos 0 dt (12.2) 


187 





Figura 12.1 


Integrando esta ecuación de O <0 < 5 y0O<g9=<2 r, obtenemos la ra- 


diación total emitida por da hacia un hemisferio, esto es 


*/2 


2rdadt j cos 9 sen 0 Kd9 
0 


pues en general K = K (0,6). Si K es constante, la radiación total emitida 
por da hacia un hemisferio es 


TKdadt (12.3) 


En la conceptualización de la radiación bajo las premisas de la óptica 
geométrica, sólo podemos hablar de radiación en un haz de rayos si és- 
tos divergen entre sí, aunque sea dentro de un cono, por pequeño que 
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éste sea. Lo anterior implica que, en sentido estricto, no hay luz ““abso- 
lutamente paralela”. Por esto es que la segunda ley de la termodinámi- 
ca tiene importancia en óptica y no en acústica.! 

Veamos ahora cómo está distribuida la energía en una determinada 
región del espacio cuando no hay dispersión y la propagación de los ra- 
yos Ocurre a una velocidad finita c. Sea P un punto del espacio alrede- 
dor del cual tomamos un elemento de volumen y u la densidad de 
energía en dicho punto. Con centro en P tracemos una esfera que sea 
atravesada por todos los rayos que pasan por P. Si da es un elemento de 
superficie de dicha esfera, y da” su elemento diametralmente opuesto, 
da' >> da, de acuerdo con la ecuación (12.1) la energía emitida por da 
que pasa por P es igual a 


1 $988. dt 
ya que ñ y ñ' son colineales y r es el radio de la esfera. 

Cuando esta energía llega al elemento de volumen que rodea a P, lle- 
na el espacio de un paralelepípedo de base da”, altura cdt y volumen 
cdteda'” (véase la fig. 12.2). Entonces, la densidad de energía es igual a 





Figura 12.2 


IPlanck, M. Theory of Heat, Mac Millan Co., Nueva York, parte III, cap. 1, 1949. 
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Al integrar todas las direcciones espaciales y suponer que K es cons- 
tante, obtenemos 


a Ea (12.4) 
C 
que establece una relación entre u y K para un medio isotrópico y ho- 
mogéneo. 

La última característica de un rayo, además de su intensidad, direc- 
ción y frecuencia, es su polarización. Si descomponemos espectralmen- 
te a K en sus dos componentes K (») y K'(») a lo largo de dos planos de 
vibración perpendiculares entre sí, tenemos que 


R= lí [03 +03] dv (12.5) 
0 


donde K(») es una función finita de la posición, el tiempo, la dirección y 
la frecuencia. Si no hay polarización, K(») =K'(v) y 


K=? IN K(v)dv (12.6) 
0 d 


Por otra parte, la descomposición espectral de u nos permite escribir 
que 


u= IN u(vd» (12.7) 
0 


donde u(»), la “densidad espectral de la radiación”, es la densidad de 
energía en un intervalo dv de frecuencias. De las ecuaciones (12.4), 
(12.6) y (12.7) obtenemos que para un medio isotrópico y homogéneo 


u(=*2 kt) (12.8) 


ecuación sumamente importante en toda la teoría de la radiación del 
cuerpo negro. 


LA RADIACIÓN COMO SISTEMA TERMODINÁMICO. 
LEYES DE KIRCHHOFF Y STEFAN 


En este apartado analizaremos la radiación en equilibrio a una cierta 
temperatura T. Para ello imaginemos una caja cuyas paredes se man- 
tienen a una temperatura constante T, de manera que la radiación en el 
interior está en equilibrio con las paredes y, por tanto, a la misma tem- 
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peratura. Como esto ocurre para todo elemento de volumen dentro de 
la caja, la radiación es homogénea en el interior de ésta. Si abrimos un 
pequeño agujero en la caja sin perturbar el equilibrio, podemos exami- 
nar la radiación en el interior. Por otra parte, la radiación externa que 
entre a la caja por dicho agujero será totalmente absorbida por las pare- 
des mediante varias reflexiones sucesivas. En este sentido, la radiación 
se comporta en el interior como si las paredes fuesen negras, es decir, 
absorbedoras perfectas, motivo por el cual la radiación que sale del in- 
terior de la caja por el agujero, se llama radiación del cuerpo negro. 

Así pues en el interior de la caja un observador percibirá la misma lu- 
minosidad en cada punto y en cualquier dirección; con un prisma de 
Nicol verificaría que la radiación no está polarizada, y si varía la tempe- 
ratura T sólo notaría una variación en la intensidad y en el color. 

La primera ley de Kirchhoff, mostrada por él en 1859 mediante méto- 
dos sofisticados, ? establece que tanto u como u(») son funciones sola- 
mente de la temperatura T y no de las paredes; es decir es independiente 
de tos mecanismos particulares por los que la radiación se emite y es 
absorbida por las paredes. Para demostrar esta ley consideremos dos 
cavidades de naturaleza diferente A y B unidas por un pequeño “filtro 
óptico””; esto es, un tubo que es opaco a todas las frecuencias, excepto a 
aquellas comprendidas en el intervalo dado dv (véase la figura 12.3). Si 
ua(»)> us(») se produce un flujo de energía de la caja A a la caja B y la 
temperatura de esta última aumenta creando una diferencia de tempe- 
raturas “espontáneamente”. Este proceso es contrario al enunciado de 
Clausius de la segunda ley, por lo cual 


Ualv,T) = us(v,T) = u (v,T) (12.9) 


donde u(»,T) es una función universal de » y T, pues A y B son arbitra- 
rias. 

Con base en la ecuación (12.7) u(T) también es una función universal 
de la temperatura y la energía total U= Vu(T), donde V es el volumen de 
la caja, es una función unívocamente determinada de V y T. Por ello, la 
radiación de un cuerpo negro es un sistema termodinámico definido. 

Una extensión inmediata de la ley de Kirchhoff expresada por la 
ecuación (12.9), se puede obtener fácilmente a partir de los resultados 
deducidos en la sección anterior. En efecto, si definimos la absorptan- 
cia o poder absorbente de una superficie como la fracción de la energía 
incidente que se convierte en calor y la denotamos por A, la energía 
sustraída a la radiación en equilibrio es 


2 Véase M. Planck, loc. cit., cap. II. La demostración aquí vertida se debe a P. Pring - 
sheim. 
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Filtro óptico 








| TT 


Figura 12.3 
AK(v,T) 


donde K(»,T), de acuerdo con las ecuaciones (12.8) y (12.9), también es 
una función universal de » y T. Pero, en equilibrio, esta energía debe es- 
tar compensada por la energía emitida por la pared, es decir, por la emi- 
sividad de la pared. Si denotamos a ésta como 


E = AK(»,T) (12.10) 


el cociente de la emisividad y la absorptividad es una función indepen- 
diente de la naturaleza del cuerpo. Ahora bien, si A= 1, que es la defini- 
ción de un cuerpo negro 


E = K(»,T) 


La ecuación (12.10), obtenida por Kirchhoff, es de suma importancia 
en la teoría de la iluminación. Un tratamiento más exhaustivo de este 
tema se encuentra en la obra citada de M. Planck. 

El siguiente avance sustancial en el estudio de la radiación electro- 
magnética se debió a un hecho accidental. En 1879 el físico J. Stefan 
estaba involucrado en la medición de emisividades en metales cuando 
encontró que la emisividad del Pta 1 473K es aproximadamente 11.7 
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veces mayor que a 798K (hoy sabemos que es 18.6 veces mayor). Este 
autor encontró que LS) t= 11.7 y concluyó que la emisividad de un 


metal es proporcional a T*. Para la radiación del cuerpo negro, median- 
te las ecuaciones (12.8), (12.9) y (12.10), se obtiene 


u(T)= const. T* (12.11) 


donde la constante se conoce como la constante de Stefan. 

Las implicaciones termodinámicas de esta relación fueron hábilmen- 
te explotadas por L. Boltzmann. Debido a que la radiación electromag- 
nética en el vacío transporta energía originada de acuerdo con la elec- 


trodinámica, por el vector de Poynting S =—- (Ex B) y que |S| = 1El 
en la aproximación de la óptica geométrica, podemos asociar a dicha 
relación un ímpetu g = +48. Así pues, al incidir sobre una superficie, 


real o imaginaria, la radiación produce una presión cuyo valor es fácil 
de obtener en medios homogéneos e isotrópicos. En efecto, considere- 
mos un área de 1 cm? cuya normal forma un ángulo 0 con la directriz de 
un ángulo sólido d N. La cantidad de radiación que incide sobre esta 
área es, por la ecuación (12.2) 


dQKdtcos 0 
por lo tanto, el ímpetu transferido a dicha superficie es 


ZE dt d Qcos?0 


puesto que |g| == Como la presión es el cambio del ímpetu por unida- 


des de tiempo y de superficie, con base en d N = sen 6dódg y la ecuación 
(12.4) 


2r */2 
p= 2K | dó | cos*6sen 0d0 = 3 (12.12) 
0 0 
esto es, la presión de la radiación es igual a un tercio de la densidad de 
energía u (T). Nótese que a diferencia de un gas ideal, la presión de la ra- 
diación es una función de la temperatura, independiente del volumen. 
Consideremos una cavidad cilíndrica provista de un pistón movible, 
con radiación de cuerpo negro a la temperatura T. Si desplazamos el 
pistón cuasi-estática y reversiblemente por una cantidad dV, el trabajo 
efectuado sobre el pistón es, según la ecuación (12.12) 
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d'W... = pdV = 7 u(T)dV 


De acuerdo con la ecuación (8.10) el cambio en la entropía será 
1 u(T) 








- MU +pdv __ 1 1 
dS = + => a [un v] + av 
donde U=u(T)V. Entonces 
V du 4 u 
y como dS debe ser una diferencial exacta 
4 d [ un] _ 1 du 
3 dT T =T dT 
o bien 
du dT 
Cu E 
cuya solución es 
u =aTt (12.13) 


donde a es una constante. La ecuación (12.13) es la ecuación de Stefan- 
Boltzmann, pues este último autor obtuvo dicha deducción termodiná.- 
mica. 

De acuerdo con la ecuación (12.4) la emisividad total de una superfi- 
cie negra está dada por 


K (12.14) 


l 
28 
7 
11! 
7 


donde y puede determinarse experimentalmente. 
Si ahora sustituimos la ecuación (12.13) en la expresión para dS e in- 
tegramos, obtenemos que la densidad de entropía es proporcional a T* 


22 _ 4 q 
s=p= 3 AT (12.15) 


lo cual también implica que en el plano T-V las isentrópicas de la ra- 
diación obedecen a la ecuación 


T3V = const. (12.16) 


Al comparar este resultado con el obtenido para un gas ideal con C, 
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constante [confróntese la ecuación (6.24)] vemos que en la radiación un 


proceso adiabático corresponde a uno igual para un gas ideal cuyo va- 
* 


lor de y = 2 
¿5 3” 

TEORÍA DE LA DENSIDAD ESPECTRAL. 

ECUACIONES DE WIEN Y DE PLANCK 


Hasta 1884, año en que Boltzmann dedujo la ecuación de Stefan, na- 
da se había dicho con respecto a la forma de la densidad espectral de la 
radiación del cuerpo negro. Aunque se sabía que a diferentes tempera- 
turas la forma cualitativa de las curvas es como se exhibe en la figura 
12.4 y que el área bajo cada una de ellas debe ser proporcional a T* 


u(T) = IN u(v, Td» = aT* 
0 


no se había propuesto ningún modelo satisfactorio para u(»,T). Es más, 
¡dicho modelo, de acuerdo con los resultados de Kirchhoff, sólo puede 
depender de la validez general de las leyes de la termodinámica y de la 
electrodinámica y no de algún accidente particular de la materia. En 
1893, W. Wien dio el primer paso significativo en esta dirección al es- 
tablecer la forma general que debe tener dicha función u(»,T). 

Para deducir la fórmula de Wien vamos a considerar una cavidad es- 
férica de radio r con paredes opacas y elásticas que le permitan expan- 
dirse o contraerse libremente; además, dicha cavidad está en equilibrio 
térmico con sus alrededores a la temperatura T (véase la figura 12.5). 

Si realizamos una expansión súbita (adiabática) sin que haya inter- 
cambio de calor, a una velocidad v, por la ecuación (12.16) la temperatu- 

u(»,T) 


T, < Ta < Tz 
Área = u(», Md» 





3 
Figura 12.4. Distribución espectral de la radiación del cuerpo negro 


* Ver sin embargo el artículo “The specific heat puzzle in black body radiation; L. Gacía- 
Colin y R.F. Rodríguez Eur. J. Phys. (UK) 10,214 (1989). 
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- 
E 


Figura 12.5 


ra disminuye al incrementar el volumen de la cavidad hasta un nuevo 
valor V”. Durante este proceso las ondas electromagnéticas que inciden 
sobre las paredes de la cavidad, sufren un cambio en la frecuencia debi- 
do al efecto Doppler. 

Para un observador fijo en el centro de la cavidad, la frecuencia de las 
ondas que se propagan en dirección normal a las paredes de la cavidad 


será »', donde 
1D) 
pvp! = »(1a 2) 
C 


donde el signo + corresponde a ondas reflejadas y — a ondas inciden- 
tes. 
De esta manera la variación total en la frecuencia para ondas será 
2u 


Av=— v 
C 





Si la dirección de propagación forma un ángulo 6 con la normal (inci- 
dencia oblicua), ésta expresión se transforma en 


2v 


Av=-— vCcos0 





Por otra parte, entre dos reflexiones sucesivas la onda recorre una 
distancia igual a 2r cos 0 (véase la figura 12.6). Entonces el número de 
reflexiones por segundo será igual a c (2rc0s6)”"*. Como para cada refle- 
xión la frecuencia cambia por A », el cambio en la frecuencia por segun- 
do será 

— 2uvcosó C vu 


il C 2rcos0 — Tr 
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Figura 12.6 
Oo sea 
* a Tas 2 (12.17) 
v Tr T 


donde Ar es la distancia recorrida en un segundo. 
Si el volumen de la cavidad es igual 5 rri?, la ecuación (12.16) estable- 


ce que para la expansión adiabática (Tr)?= const., o bien que Tr = 
const. Al combinar este resultado con la ecuación (12.17), obtenemos 


AT Av 


T v 





y si el proceso es infinitesimal, por integración directa se obtiene 


z = const. o bien TA = const. (12.18) 


El producto de la temperatura de la cavidad por la longitud de onda 
de la radiación, se mantiene constante en una expansión adiabática. 

Para calcular la densidad espectral de energía, suponemos que sola- 
mente la radiación contenida en el intervalo dv es sometida al proceso 
de expansión. Como d'Q = O, de acuerdo con la primera ley de la ter- 
modinámica y la ecuación (12.12), tenemos que, para una variación A 


2 ul. TdrAV= au (».T) dvv| 


y efectuando las operaciones, se transforma en 


5 ul drá V == va[utT) dv] 
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que también puede escribirse como 








4 AV 1 
3 yv = mu [440 a u (v,T) A »] 
Si ae») = a , esto es, el cambio unitario en » es igual al cambio 


unitario en dy durante dicha expansión, obtenemos 


4 AV -_ Au(v,T) Av 
== Mo pa (12.19) 
Al combinar las ecuaciones (12.16) y (12.18) vemos que Ar*=const., 
lo cual permite simplificar la ecuación (12.19) a la forma 
Au(»,T) _ 3 Av 


u(v,T) v 





y si tomamos el límite cuando el proceso es infinitesimal e integramos, 
obtenemos 


u(v, T)dv= const. vd» 


Finalmente, la ecuación (12.18) establece que para este proceso la 
constante de integración tiene que ser una función indeterminada de 
v/T, lo cual es consistente con la ley de Kirchhoff que requiere que 
u(v,T) sea una función universal de » y T. Al representar esta función 
como flv/T), tenemos 


u(», Tjdv =f[v/T)v3dv (12.20) 
que es la célebre ecuación de Wien. Como |d»| = cx?|dh| esta ecuación 


también puede escribirse de la siguiente manera 


ct 


UAT) [di] = SOT) |dN] (12.21) 





Es importante señalar que la ecuación (12.20) es consistente con la 
ecuación de Stefan-Boltzmann. En efecto, si x= v/T e integramos, obte- 
nemos 


u(T) = T* IN fxJdx = aT* 
0 


aunque la constante a queda aún indeterminada. 
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Mediante la ecuación de Wien también se puede obtener el bien cono- 
cido efecto de desplazamiento: el máximo de una curva de la densi- 
dad espectral de energía a una temperatura dada, corresponde a una 
longitud de onda A,,,., tal que 


Amax 1 = Const. 


esto es, a medida que T aumenta el máximo de la curva, se desplaza ha- 
cia el ultravioleta. En efecto, si a partir de la ecuación (12.21) calcula- 
mos el valor de Ama: 


ESOR _=0= ¿e (qn + Yon) 


que implica 


dnfM 5 


d(AT) AT 


con base en la ecuación (12.18), después de integrar, obtenemos 


JU: 1) = mar T)" = const. 


AmaxT = W (12.22) 


donde w es la constante de Wien, cuyo valor experimental, de acuerdo 
con mediciones recientes, es de w=0.294 cmK. 

Los resultados aquí obtenidos merecen algunos comentarios adi- 
cionales. El primero y más pertinente concierne a la función f (»/T) que 
aparece en la ecuación (12.20). 

Debido al trabajo de Kirchhoff, Boltzmann y Wien, a fines del siglo pa- 
sado se consideraba que la forma estructural de la función era un ver- 
dadero reto a la fisica clásica, pues sólo podía depender de las leyes de 
la electrodinámica y de la termodinámica. Por ello subrayamos que es- 
ta función es una función universal de y y T (véanse los problemas 12.5 
y 12.6). Sin embargo, hasta 1895 no se había obtenido un resultado 
convincente de la misma. 

Al respecto Wien propuso que 


f(/T) = ae*”7 
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basándose en argumentos un tanto artificiales, prestados de la teoría ci- 
nética de los gases.? El mérito de esta proposición radicó en que la fór- 
mula resultante 


u(v,T)dv = «ve*Tdy (12.23) 


concordaba satisfactoriamente con los datos experimentales. 

Esto nos conduce al segundo comentario, no menos importante que 
el anterior. Aun cuando teóricamente se habían encontrado dificulta- 
des para proporcionar la forma de f (v/T),de manera experimental se 
habían logrado resultados sorprendentes. En efecto, a fines del siglo pa- 
sado en una serie de experimentos largos y laboriosos Paschen (1897) 
y Wanner (1899) estudiaron todo el espectro de frecuencias visibles y 
obtuvieron temperaturas hasta de 4 000*C, con las cuales la ecuación 
(12.23) estaba de acuerdo. Sin embargo, en esos años se desarrollaron 
técnicas más depuradas de medición que permitieron a Lummer y 
Pringsheim y a Rubens y Kurlbaum (1900-1901) analizar el dominio de 
las frecuencias muy bajas y demostrar con toda claridad que en dicho 
dominio la fórmula (12.23) era poco satisfactoria. Así pues, la determi- 
nación de la forma correcta de f[»/T) cobraba nueva importancia. 

Cuando la fórmula de Wien no era aplicable para frecuencias muy ba- 
jas, se recurría a una ecuación que concordaba satisfactoriamente con 
el experimento: la ecuación de Rayleigh-Jeans, que fue deducida por 
Rayleigh con base en el siguiente argumento: cuando la radiación 
electromagnética, que es ondulatoria por naturaleza, está encerrada en 
una cavidad, sólo puede oscilar en los llamados modos normales de os- 
cilación, como la cuerda de una guitarra o la membrana de un tambor. 
Si el volumen de la cavidad es V se puede demostrar, por lo menos para 
un cubo (V=13, l =long. de cada lado), que la distribución de estos mo- 
dos en función de la frecuencia, esto es, el número de modos compren- 
didos entre » y + dv es igual a (véase el problema 12.7) 





gl(v)dv= sae v?dy 


El argumento de Rayleigh consiste en suponer que los radiadores se 
pueden representar mediante osciladores armónicos, y su densidad es- 
pectral debe ser igual al número de modos de vibración en un intervalo 
dv multiplicado por la energía promedio de cada modo. Como esta 


“Para mayores detalles consultar La naturaleza estadística de la teoría de los cuantos, pol 
L. Garcia-Colín, Colección CBI; UAM- Iztapalapa, México, 1987. 
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energía era igual kT por el llamado teorema de equipartición de la 
teoría cinética de los gases, Rayleigh obtuvo que 


2 
u(v,T )Jdv =const. y KT 


donde k es la constante de Boltzmann. El factor numérico que aparece 
en esta ecuación no fue correctamente obtenido por Rayleigh; en 1905 
Jeans demostró que su valor es de 81. Entonces, la fórmula de 
Rayleigh-Jeans es 


8rv? 


ulv,T ) = 3 


KT (12.24) 


que debe compararse con el resultado del problema 12.5. 

En resumen, a principios del presente siglo había dos formas para 
enunciar f[»/T), la de Wien representada por la ecuación (12.23) que 
concordaba con los resultados obtenidos en el intervalo de frecuencias 
altas, hasta las visibles, y flv/T) =T/v mediante la cual se obtiene la 
ecuación (12.24) que concordaba con el experimento referido a longitu- 
des de onda grandes. 

Max Planck se había interesado en el problema de la radiación unos 
cuantos años antes del inicio del siglo XX. Este no es el lugar apropiado 
para exponer de manera exhaustiva los motivos de tal interés*, pero sí 
es importante señalar que él buscaba una fundamentación microscópi- 
ca de la segunda ley de la termodinámica, que no requiriese de los as- 
pectos mecánico-probabilisticos utilizados por Boltzmann con el mis- 
mo fin unos años antes. Así, en 1895 Planck inició una serie de trabajos 
que culminaron en un modelo para estudiar las propiedades de la ra- 
diación del cuerpo negro. Con base en los resultados obtenidos por 
Kirchhoff, que, insistimos, requieren que la validez de las leyes de 
Stefan-Boltzmann y de Wien no dependan de la naturaleza del sistema 
empleado para describir la interacción entre la materia y la radiación, y 
son responsables de los mecanismos de absorción y emisión de ra- 
diación por las paredes de la cavidad, Planck propuso introducir al 
campo radiativo un oscilador lineal cargado que respondiese a la ac- 
ción del campo eléctrico, a fin de representar el amortiguamiento de la 
radiación inherente en el mecanismo de absorción. En la siguiente ex- 
posición consideraremos que el campo eléctrico y el desplazamiento 
del oscilador son colineales, lo cual no representa limitación alguna al 
modelo propuesto dada la isotropía y homogeneidad del sistema. 


Véase L. Garcíia-Colín, La naturaleza estadística de la teoría de los cuantos, loc. cit. 
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En ausencia del campo eléctrico y por conservación de la energía, si 
denotamos por w,=2rv, la frecuencia natural de la oscilación, el oscila- 
dor satisface la ecuación de movimiento* 


Xx+wix=0 


En presencia de la radiación, si suponemos que el amortiguamiento 
de las oscilaciones es proporcional a x, esta ecuación se modifica de la 
siguiente manera 


donde 2o es el coeficiente del amortiguamiento, e la carga y m la masa 
del oscilador. Obviamente, E, es el componente del campo eléctrico en 
la dirección x. Si este campo oscila con una frecuencia w, de manera 
que eE, = C,senwt, donde C, es la amplitud a esa frecuencia 


m(x+ 20x, + wix) = C,senwt (12.25) 


y por el principio de superposición tendremos que sumar, todas las 
contribuciones de diferentes w's! 

Como puede verificarse fácilmente, la solución más general de esta 
ecuación diferencial puede escribirse como 





x=D,, sen (wt + 6) (12.26) 
donde 
C -Ya 
D,, = y (w2—w3)?+ 4 02? (12.27a) 
y 
—20w 
tand= pr (12.27b) 


De acuerdo con la teoría electromagnética clásica, toda carga acelera- 
da linealmente está sometida a una fuerza de amortiguamiento igual a 


dx 
de 


X= 








+ 
1 .. 
$ Hay que recordar que Ex (f) = Re My la Ccue'""dw 
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cuya última igualdad tiene su origen en la hipótesis arriba mencionada 
[confróntese la ecuación (12.25)]. 

Como por (12.26) x = —w*x, para el coeficiente de amortiguamiento o 
obtenemos 


e? 


e (12.28) 


Con estos resultados podemos calcular la energía del oscilador. Para 
la energía cinética E. y la potencial E, tenemos que, respectivamente 





E.= > m.X? = == D?w*cos?*(wt + ó) 
E, = > ww? = 3 D?wisen*(wt + 8) 


Si definimos <E,> como el valor promedio de la energía total E. + 
E, sobre un periodo del oscilador a la frecuencia w, es decir 


*T: 
<E.> E] E.(t) dt (12.29) 


donde T =»”!, y recordamos que 
EA ” e otitlara? 
TJ. sen? desd 2 
obtenemos que mediante la ecuación (12.27a) 


C? u? + ww 


E? = An Ia Aa 


(12.30) 


Finalmente, para la energía promedio total 


0 1 > C2(u? + w) dw 
> E. = 2 | Cow + wa 
<E> ' <E.,> dw Am f: (w?— wi? + 4 02w? 


cuya integración, en general es complicada, sobre todo si no se conoce 
la dependencia explícita de C, con w. Sin embargo, su evaluación se 
simplifica pues el integrando tiene un valor máximo muy agudo en w 
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= y pues 0*w? es muy pequeño. Esto nos permite aproximar C,, por 
C.,, hacer (w? — w) = (w + w) (w — wy) = 2 w, (w — wy) y obtener 





PR 
cid 2m f (2w,)? (w — wy? + 408 Cu 
_ C% Ñ dw 
— 8m Jo (w—wy)? + (owj)? 


Al cambiar la variable x= w-—uww/owj, considerar que—1/owo =—oo y 
recordar que, 





po dx _ 
> Ta  * 
obtenemos 
Cc? 
07 e de (12.31) 


Así pues, para obtener el valor de <E> sólo falta determinar C?, en 
términos de la energía del cuerpo negro. Este paso fue crucial para 
Planck pues, contrario a sus deseos, utilizó un razonamiento 
estadístico ajeno a la naturaleza de la electrodinámica clásica. 

En efecto, la densidad de energía del campo electromagnético está 
dada por 








— £0 p2 
u=-=> E? + 27 HP? 
y para ondas planas 
E == 1 
H Vlaco 


entonces 
u = €pE? = ey (E? + E? + E?). 
Por otra parte 
eE.(wy) = C. sen wt 


entonces 


1 
e <El(w) > =>7C, 
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Ci, = 2e? <E?(wy) > (12.32) 


Para relacionar C?, con u es necesario sumar todas las contribuciones 
de las frecuencias O < w < o presentes en la radiación, a fin de obtener 
los valores de E?, E?, etc. Ahora bien, este problema es sumamente 
complicado; sin embargo, por la isotropía y homogeneidad del sistema 
es razonable suponer que los valores promedio de las amplitudes del 
campo eléctrico para cada frecuencia, son iguales entre sí, por lo que 


<E2(w)> = <El(w)> = <Ej(w)> =3 < E? (ww) > 


y consecuentemente 


u(wp,.T) = €, < E? (w) > (12.33) 
para, toda frecuencia.ws. 
Como u (w,T) = Í- u (»,T), mediante las ecuaciones (12,32) y 
(12.33) obtenemos 
2 
As ——ubm 
3T € 


Si combinamos este resultado con la ecuación (12.31) y sustituimos 
el valor de o dado en la ecuación (12.28), desaparecen todas las cantida- 
des que caracterizan al sistema como e,,e,m. 

Entonces 
8rv? 


u (v,T) = — <E> (12.34) 


uno de los resultados más espectaculares de la teoría de la radiación. 

El lector sagaz habrá percibido que la ecuación (12.34) es una de- 
mostración formal del argumento empleado por Rayleigh para deducir 
su fórmula, ecuación (12.24). Sin embargo, los alcances de la primera 
ecuación trascienden este planteamiento. Antes de proseguir con esta 
discusión recordemos que Planck pretendía obtener, a partir de la 
ecuación (12.34), una expresión para la entropía de los osciladores que 
por estar en equilibrio con la radiación implicaba la entropía de esta úl- 
tima. 

Para un proceso reversible en que la energía interna U varía (por 
ejemplo, variando T) sin realizar trabajo externo, la segunda ley establece 
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que dU = TdS. Entonces, si fuese posible obtener U de la ecuación (12.34), 
se podría calcular la entropía. En sí el problema aunque aparentemente 
simple no lo es tanto. De acuerdo con la teoría cinética clásica, la 
energía interna de los osciladores del sistema es igual a la energía pro- 
medio de cada oscilador respecto a una distribución de los osciladores 
característica del equilibrio, por el número de ellos. Si E representa este 
promedio, U = NE. Pero, de acuerdo con la ecuación (12.34) u (»,T) está 
asociada a una energía E promediada en el tiempo y no es de ninguna 
manera obvio que ambos promedios sean iguales, es decir, que E = 
< E > [confróntese la ecuación (12.29)]. Esta igualdad constituye la 
hipótesis fundamental de la mecánica estadística conocida como hipó- 
tesis ergódica, desconocida en su amplitud actual en ese entonces. 
Para poder usar la ecuación (12.34) a fin de dar un valor a U, Planck tu- 
vo que emplear razonamientos largos y laboriosos.” 

Después de esta “justificación” la ecuación (12.34) se puede rescribir 
de la siguiente manera 

8rv? — 


u(»,T) = =—E (12.35) 


y en esta forma usar que Tds = dU = d (NE). Si ahora definimos s (», T) 
como la entropía por unidad de volumen de la radiación en equilibrio a 
la temperatura T y en el intervalo de frecuencias d», por la aditividad 
de las funciones U y S, obtenemos. 


ds tÍT= du (»,T) (12.36) 


donde u (»,T) está dada por la ecuación (12.35). Este razonamiento le 
permitió a Planck obtener su celebrada fórmula. , 

En 1900 F. Kurlbaum y H. Rubens publicaron un trabajo experimen- 
tal, actualmente considerado como un clásico, en el cual se comprobó 
que la ley de Wien no se cumplía en el infrarrojo (A=30-60um y T = 
200-1500C). Parece ser que por medio de Rubens, Planck conoció es- 
tos resultados antes de su publicación y preparó un comentario al tra- 
bajo que presentaría Kurlbaum ante la Academia de Ciencias Alemana 
el 19 de octubre de ese año. El razonamiento de Planck pretendía de- 
mostrar la validez de la segunda ley de la termodinámica, en la cual, co- 
mo digno discípulo de Clausius, creía fervientemente. Asimismo sabía 
que mediante la ecuación de Wien se obtenían buenos resultados en el 
espectro visible. Por lo tanto, con base en las ecuaciones (12.35) y 


7M. Planck, The Theory of Heat Radiation. Dover Publications, N. Y., 1959, secs. 91- 
93, 135-137, 144-147. 
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(12.23) para u (»,T) demostró que la energía promedio por oscilador 
sería igual a 











E = e» (12.37) 
87 
y como 
SY 1 
dE Jv T 
al despejar + de la ecuación (12.37) se obtiene 
(E e «liga 
JE lv Bo A 
donde A = —.. De aquí, se tiene que 
T 
2 
(as) q ek 0 (12.38) 
JE? /v BvE 


ya que $, v y E son positivos. Esta ecuación establece que el equilibrio 
termodinámico es estable (véase el capítulo 14.). 

Por otra parte, de la fórmula de Rayleigh-Jeans, válida en el extremo 
opuesto del espectro, tenemos que E=kT donde k es la constante de 
Boltzmann-y por lo tanto 


2 
g5 ) a. (12.39) 
E) E? 








Para cubrir a todo el espectro, Planck propuso la siguiente fórmula 
que es una interpolación de estos resultados y se reduce a cada uno de 
ellos en los límites apropiados 


EJ a: (12.40) 


Si consideramos que a =(fvk)”*, esta ecuación puede reescribirse 


como 
JE? /y Bv NE  1+aE 
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e integrando se obtiene 


1 l+aE 
in ¿+2 et 
Bv n — + const. T 





Como E > o si T >oola constante de integración es igual a — (B»)*Ina 
y por lo tanto 
calls in 1+48) 


T Bv aE 


Al despejar E y sustituir el valor de a, obtenemos 


= k Bv 
E = TT (12.41) 
que sustituida en la ecuación (12.35) proporciona 
3 
PO A A. (12.42) 


A emm T 


que es la celebrada fórmula de Planck, en la cual sólo la constante f es 
desconocida pero determinable experimentalmente. 

Al comparar la fórmula de Wien con los datos experimentales, Ru- 
bens obtuvo que $=0.418 x 101 seg. K. Si kB =h, donde h tiene dimen- 
siones de acción, obtenemos la forma más común de la ecuación de 
Planck, a saber 





(12.43) 


En una presentación posterior ante la Academia de Ciencias Pru- 
siana, el 25 de octubre de 1900, Rubens y Kurlbaum demostraron que 
de las ecuaciones propuestas en esa época, la mayor parte de ellas 
empíricas, la ecuación (12.43) era la que mejor concordaba con los re- 
sultados experimentales obtenidos dentro de la región explorada del in- 
tervalo de frecuencias. Este hecho marcó la consagración de la 
ecuación (12.43) como la fórmula correcta para la densidad espectral 
de energía del cuerpo negro. Asimismo, la interpretación física de dicha 
fórmula, oscura en esa época, iniciaba una nueva etapa en el desarrollo 
de la física teórica. 

Antes de concluir este tema, discutiremos las consecuencias más in- 
mediatas de la fórmula de Planck. La primera de ellas consiste en que 
en el límite de frecuencias bajas y temperaturas altas, esto es hv/kT < < 
l[e— 1=x], la ecuación (12.43) se reduce a la fórmula de Rayleigh- 
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Jeans. Para el caso opuesto, a frecuencias altas y temperaturas bajas, 
hv/kT >> 1, por lo cual 


u (»,T) = == y3e =tv/kT 


que comparada con la fórmula de Wien en la que a = **”?/c?, donde b es 
otra constante, genera el valor de h. En efecto, de la comparación de la 
fórmula de Wien con el experimento se sabe que b = 6.668 x 10-? erg- 
seg y, por consiguiente, que el valor de h es igual al de b. 

En segundo lugar, si integramos la ecuación (12.43) sobre », obte- 


nemos 
E ye vdv 
u(T) = == f m7 


ehkr— ]. 


y si x=hv/kT 


kN? xdx 
id (4) Í, IÓN 


Como el valor de la integral es igual a 1/15 entonces 


8er kt 


u(T) = =5 Th 


Ts (12.44) 


que comparada con la ecuación de Stefan-Boltzmann permite deducir 
la constante de Stefan 


_ 87  k 

15 (ho)? 

En tercer lugar, Planck obtuvo un valor preciso para la constante de 
Boltzmann, en aquel entonces dependiente de los no muy precisos va- 
lores disponibles para el número de Avogadro. En efecto, de la fórmula 


de Wien F = f, entonces k =3 = 1.38x 10 “*erg K”?. Con base en el 


conocido valor de % y en que k= %/N,, Planck calculó el número de 
Avogadro que es N¿= 6.623 x 10% molec/mol. Asimismo, por medio de la 
fórmula para el equivalente electroquímico de Faraday también obtuvo 
un valor para la carga del electrón e= 4.69 x 10 u. 'e.s., que, en preci- 
sión, no fue superado hasta después de los experimentos de Millikan. 

La última consecuencia de la fórmula de Planck, y quizás la más im- 
portante, se refiere a la interpretación física de la ecuación (12.41) que 
en términos de h se escribe como 
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= hv 
E= Gm (12.45) 
Si hv/kT<<1, E= kT (1— Ls +...), esdecir,en la región de frecuen- 


cias bajas y temperaturas altas la energía promedio de un oscilador 
concuerda con el valor clásico calculado por la teoría cinética molecular 
de la materia. 

La interpretación completa de la ecuación (12.45), tal como Planck 
la obtuvo, está basada en argumentos de carácter estrictamente esta- 
dístico y no la presentaremos aquí. El lector interesado en la misma 
puede recurrir a las obras de Planck y de García-Colín citadas en este 
capítulo. En su lugar expondremos la interpretación de Einstein a la 
ecuación (12.45). 


La teoría de los cuantos y la mecánica cuántica 


A pesar de su enorme éxito como una fórmula que describe de mane- 
ra correcta los resultados experimentales obtenidos en todo el intervalo 
de frecuencias, la fórmula de Planck no tuvo una aceptación inmediata 
en la física europea; fue cuestionada, sobre todo durante el periodo de 
1900 a 1905, por no estar estrictamente apegada a las leyes de la física 
clásica. En aquella época lo común era utilizar E= kT que conduce a la 
ecuación de Rayleigh-Jeans y no a la fórmula de Planck. 

Las deducciones que el propio Planck obtuvo de su ecuación, poste- 
riores a las aquí presentadas y tendientes a justificar la ecuación 
(12.45), postulaban la existencia de '“cuantos de luz” con energía hv, 
energía mínima que puede radiar o absorber un oscilador del sistema. 
Este concepto era ajeno al concepto de una densidad de energía, fun- 
ción continua de la posición y del tiempo, inherente a la naturaleza de 
la teoría electromagnética de Maxwell. De hecho, hasta 1911 Ehrenfest 
esclareció la demostración o justificación estadística de la deducción 
conducente a la ecuación (12.45) y hasta 1923 que su significado adquirió 
importancia en la llamada mecánica estadística cuántica. 

Por otra parte, en 1905 apareció un trabajo de Einstein titulado “En 
torno a un enfoque heurístico sobre la emisión y la transformación de la 
luz”, mal llamado su trabajo sobre el efecto fotoeléctrico, en el cual se 
esclarecieron mediante argumentos sencillos las ideas fundamentales 
de las deducciones que Planck obtuvo de su fórmula.? Para exponer es- 


"Un tratamiento más exhaustivo de este tema se encuentra en Memorias del Colegio 
Nacional, tomo IX, núm. 2, pág. 45, 1979. 
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tas ideas Einstein considera una cavidad en equilibrio termodinámico a 
una temperatura T con radiación de cuerpo negro y un gas formado por 
partículas neutras. Además, existen electrones ligados por fuerzas pro- 
porcionales a la distancia, que ocupan sitios fijos en las paredes de la 
cavidad que representan a los osciladores que emiten y absorben energía 
electromagnética de una longitud de onda determinada. 

Si en este sistema no se considera por un momento a la radiación, el 
equilibrio dinámico entre los osciladores y el gas se caracteriza porque 
las energías promedio de cada grado de libertad de un oscilador y de 
una partícula del gas, deben ser iguales. De acuerdo con el principio de 
equipartición de la energía, esta energía promedio E es igual a 


R 


E= No 





T (12.46) 


donde Res la constante universal de los gases y N, el número de Avo- 
gadro. 

Ahora bien si se considera la interacción entre los osciladores y la ra- 
diación, de acuerdo con Planck debe cumplirse la ecuación (12.35). 
Para mantener el equilibrio total ambas energías E deben ser iguales y, 
por consiguiente, se debe cumplir la ecuación (12.24) con k = %/N,. Es- 
ta ecuación no sólo está en desacuerdo con el experimento para pe- 
queñas longitudes de onda, sino que 


EM] u(v,T)dv —>0 
v—0 0 


un resultado posteriormente bautizado como la catástrofe del ultra- 
violeta. 

A pesar de estas desventajas, Einstein señala que la fórmula de 
Rayleigh-Jeans no es del todo incorrecta, pues proporciona resultados 
consistentes con el experimento en la región de grandes longitudes de 
onda, lo cual representa un caso límite de la fórmula de Planck. De 
acuerdo con lo anterior, Einstein concluye que los postulados de la 
fisica clásica no son aplicables en la región de altas frecuencias, es de- 
cir, pequeñas longitudes de onda. 

Para modificar estos postulados Einstein parte de los datos experi- 
mentales y de la validez universal de la segunda ley de la termodinámi- 
ca. Con base en los resultados obtenidos por Kirchhoff y en que la 
entropía es una propiedad extensiva, podemos escribir que 


S=V IM s[u(tr.T, »]a 
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y en equilibrio S debe tener un máximo compatible con U y V; es decir, 
para un proceso virtual (9S),, y = O, esto es, S tiene un valor extremal su- 
jeto a las restricciones 4V=0 y SU=0. Como 


U=V f; u(»,T)dv 
0 


3U=0=3 |? u(», T)dv= f su(»,T)dv 
0 0 
entonces 


as=V | ós[ut».D)» ]a»= V f: (sz), suar=o 


Debido a la condición anterior óu no es independiente. Entonces, de 
acuerdo con el método de los parámetros indeterminados de Lagrange, 
si combinamos estos dos resultados, obtenemos 


V N (55) + const. du(v,T)jdv=0 
0 du v 


para du(v,T) arbitraria, y por lo tanto 


8. = const 
du), j 


Pero como señalamos anteriormente [confróntese la ecuación 
(12.36)], esta constante es 1/T, entonces 


para una y arbitraria comprendida entre » y v+ dv. Así pues, si reescribi- 
mos esta ecuación como 


Tds(»,T) = (2) ar 


y calculamos la derivada de u(»,T) respecto a T de la fórmula de Wien, 
que experimentalmente proporciona resultados satisfactorios en la re- 
gión de altas frecuencias, obtenemos 


e t»/T 
ds(v,T) = abr —¿— aT 
Al integrar esta expresión de O a oo y considerar x = 5:21 así como 


T 
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S : Bv ave 
notar que de la fórmula de Wien "+7 + 1 = In , donde e es la 
T u(»,T) 
base de los logaritmos neperianos, obtenemos 
s(»,T) = __ up, T)_ ip D__; (12.47) 
Bv ai 


que es el valor de la entropía de la radiación como función de u(»,T) a 
una frecuencia determinada, en el límite de frecuencias altas. Si E 
(») = Vu(»,T) y consideramos un proceso reversible en el cual el volumen 
varía de V, a V y llamamos Sy(»)= V, [S (u(»,T), To), VI y S(MW)= V 
[Stu(»,T), T), v] 





El») V 
ln — 

Bo" v 
Por otra parte, cuando se tiene un gas formado por un conjunto ar- 


bitrario de moléculas puntuales que no interaccionan entre sí y ocupan 
un volumen V en el espacio, la probabilidad de que en un instante t, n 


AS(»)= S(v) — Syl(») = (12.48) 





de estas moléculas ocupen un volumen V, < V está dada por A ) 


por tratarse de eventos independientes. 
Si ahora recurrimos al único ingrediente estadístico de este razona- 
miento, el cual establece que en equilibrio termodinámico la entropía 


R 
de un sistema de esta naturaleza es igual a HA, veces el logaritmo de la 


0 
probabilidad de ocurrencia de dicho estado, entonces 








_ Vo Y 
AS= N, In v ) (12.49) 


donde AS = S(Vo) — S(V). 

Al comparar las ecuaciones (12.48) y (12.49), Einstein concluyó que 
en la región de altas frecuencias la radiación electromagnética se com- 
porta como un sistema de partículas análogo a un gas ideal cuyas 
energías están dadas por 





e(v)= = B—v= h»v (12.50) 


Esta ecuación representa la hipótesis que Planck tuvo que introducir 
necesariamente para obtener la ecuación (12.45); es decir, la luz está 
formada por corpúsculos cuya energía es igual a una constante por la 
frecuencia v. En 1926, G. N. Lewis denominó a estos corpúsculos foto- 
nes. 
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Las consecuencias de la ecuación (12.50) son muy amplias y no pode- 
mos detenernos para discutirlas aquí.? Baste decir que su consecuencia 
fundamental fue establecer definitivamente que la fórmula de Planck 
no puede deducirse a partir de los postulados de la física clásica. Para 
explicar muchos fenómenos radiativos a frecuencias altas y otras cor- 
pusculares, es necesario modificar éstos y sustituir a la mécanica clási- 
ca por una disciplina más poderosa, capaz de describir a los fenómenos 
que ocurren a longitudes de onda pequeñas y no permiten concebir a la 
materia ni a la radiación como un medio continuo. Tal es el objetivo 
esencial de la mecánica cuántica. 

En el último capítulo de esta obra discutiremos de nuevo algunos de 
estos aspectos del modelo de Einstein. 


PROBLEMAS 


12.1. Mostrar que la ecuación de las adiabáticas para la radiación en la re- 
presentación p—V, es pV*3= const. 

12.2, Obtener las capacidades caloríficas Cp y Cu para la radiación; calcular 
Cp—-—Cu, y obtener directamente que y = 4/3. 

12.3. ¿Cómo se modificaría el análisis de la ecuación (12.10) si la superficie 
tuviese un coeficiente de transmitancia r =r(»,T)? 

12.4. ¿Qué implicaciones termodinámicas se pueden deducir de manera ob- 
via al observar que todas las propiedades extensivas de la radiación 
tienen la forma Y = V y (T)? 

12.5. —Si suponemos que u(»,T) es una función de la frecuencia y la tempera- 
tura y sólo puede contener a las constantes universales k y c, obtener 
su expresión mediante el análisis dimensional. ¿Qué implicaciones 
físicas tiene este resultado? 

12.6. Para deducir la fórmula de Wien, use el resultado del problema ante- 
rior, multiplicándolo por una función arbitraria de » y T, por ejemplo, 
$(BvT”) donde $ y n son constantes. 

12.7. Demostrar que para un conjunto de ondas planas Y = e'k-r-"»que satis- 
facen a la ecuación de ondas —— Ss 

ce 
de propagación, |k| el número de onda y w= 2rv la velocidad angular, 
confinadas a propagarse dentro de un cubo cuyos lados tienen la longi- 





V? y, donde c es la velocidad 


3 
tud l, la distribución de frecuencias g(»)d» = E d». Si hay dos 
c 


grados de polarización independientes el factor 47 se convierte en 87. 


12.8.  —Deacuerdo con las ecuaciones (12.4) y de Stefan, la emisividad total de 
un cuerpo negro está dada por 


«K(T) = Lar* 
4 


? Véase L. Garcia-Colín, El origen estadístico de la mecánica cuántica, loc. cit. 


10 Véase artículo citado en la pág. 194. 
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12.9. 
12.10. 


Al sustituir el valor de a de la ecuación (12.44) se obtiene que 
= =0T*, donde o= 
T1TK(T)=P(T) =0 e 


constante de Stefan. Obtener y y a numéricamente en el sistema CGS 
y comparar los resultados con tablas estándar. 

Dar los pasos conducentes a las ecuaciones (12.47) y (12.48). 

¿Cuál es el equivalente de la ecuación (12.47) si en lugar de usar la fór- 
mula de Wien se usa la de Rayleigh-Jeans? 

Con base en el análisis de Einstein, ¿qué resultados se obtendrían con 
esta adopción? 








, algunas veces llamada la 


13 


Las leyes de la termodinámica 
para sistemas abiertos 


INTRODUCCIÓN 


En los capítulos anteriores hemos estudiado la estructura lógica de la 
termodinámica considerando únicamente sistemas cerrados, o sea, 
aquellos que no intercambian materia con sus alrededores. Esta restric- 
ción no se justifica en un número importante de aplicaciones de esta 
disciplina, sobre todo en problemas relacionados con sistemas fisico- 
químicos, biológicos, atmosféricos e inclusive astrofísicos. Por lo tanto, 
es necesario aplicar las tres leyes de la termodinámica a sistemas abier- 
tos es decir, aquellos que sí intercambian materia con sus alrededores. 
Esta extensión, contrario a lo que se manifiesta en muchos tratados 
sobre termodinámica, no puede hacerse de manera superficial, debido 
a que se requiere introducir hipótesis adicionales que, aunque muy 
simples en su concepción, marcan una validez perfectamente delimi- 
tada para la extensión mencionada, además de que, como veremos en 
el capítulo 16, no siempre son las más adecuadas para todo sistema 
abierto. 

Puesto que la ley cero de la termodinámica no se restringe a sistemas 
cerrados, los conceptos de temperatura y de ecuación de estado son 
directamente extrapolables a sistemas abiertos. En otras palabras, la 
determinación de T no depende de la naturaleza del sistema y, por lo 
tanto, se puede aplicar de manera directa a sistemas abiertos. 

En el presente capítulo demostraremos que la ecuación fundamental 
de la termodinámica, es decir, la ecuación (7.24), también es aplicable a 
sistemas abiertos. Para ello requeriremos de dos definiciones: 

Fase. Parte de un sistema macroscópicamente homogénea, de com- 
posición fija o variable y fisicamente diferente; satisface el requisito de 
poderse separar de manera mecánica del resto del sistema. Ejemplos 
de fase son un soluto (sólido) en presencia de un solvente (fluido), un 
líquido en equilibrio con su vapor, el punto triple de una sustancia 
pura, etc. 
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Sistema heterogéneo. Sistema formado por dos o más fases, entre 
las cuales hay fronteras no siempre nítidamente definidas; a través de 
estas fronteras, llamadas interfases y de gran interés en la actualidad, 
las funciones termodinámicas pueden cambiar en forma discontinua. 


LA ENERGÍA INTERNA Y LA ENTROPÍA 
EN SISTEMAS ABIERTOS 


Con frecuencia varios autores aplican la ecuación (7.24) a sistemas 
abiertos sin hacer un análisis a fondo, con base en que como el número 
de moles es variable, la energía y la entropía deben ser funciones del 
número de moles de cada componente del sistema. Por ejemplo, para 
un gas sólo se postula que para r componentes 


U-= U(p, v, Mo... 7»). 


Por lo tanto, como en los sistemas cerrados, si calculamos un cambio 
infinitesimal en U, obtenemos 


9U JU JU 
au (ze) as (20) av (E), am 


9U 
+. + (32 e dn, (13.1) 


Por otra parte, la ecuación (7.24) se generaliza al introducir coeficien- 
tes arbitrarios y, tales que 








dU = TAS — paV + Y udn), (18.9) 


j 


entonces [confróntese el capítulo 8] 





JU JU 
rs). 2-57), eS 
y además definimos a n, como 
JU 
¡= 13.4 
My 3 ).. de ( ) 


Sin embargo, la deducción de esta ecuación debe estar sujeta a un 
análisis más objetivo que el aquí presentado, ya que hemos partido de 
una hipótesis no justificada. En efecto, en un sistema heterogéneo es 
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posible medir la energía interna de cada una de las fases consideradas 
como sistemas, cerrados y aislados, pero esto no es suficiente para defi- 
nir la energía, ya que a partir de su valor no se deduce cómo cambia al 
ceder o remover materia de ella. Además, al definir la energía de cada 
fase no se determina la energía de todo el sistema, por lo cual es necesario 
introducir hipótesis adicionales a las requeridas en el caso de sistemas 
cerrados. 

Como hipótesis, supondremos que la energía total del sistema es la 
suma de las energías de cada una de las fases; es decir, que la energía 
cumple con la propiedad de aditividad. Esta hipótesis sólo es válida para 
las interacciones débiles, en las cuales no se considera la energía de 
interacción entre las fases. 

A continuación enunciaremos únicamente sistemas que cumplen esta 
hipótesis de aditividad para todas las variables extensivas (la entropía, 
la energía, el volumen, etc.), a fin de generalizar la primera y la segunda 
leyes a sistemas abiertos, así como facilitar la deducción de la ecuación 
(13.2). 

A partir de un sistema (1) aislado, descrito por un determinado con- 
junto de variables U,S, V,T,y,, ..., y,, queremos saber cuál será el cambio 
de la energía de dicho sistema al introducir en él dy, moles de la iésima 
componente, manteniendo el volumen V y las restantes y,, , constantes. 
Con este objetivo realizamos un proceso que consiste en asociar al sis- 
tema (1) r pequeños subsistemas, también aislados, que contienen r 
sustancias distintas, con dy, moles de sustancia pura en cada uno, de 
tal manera que el sistema y los subsistemas están separados sólo por 
una membrana diatérmica, permeable a la sustancia en cuestión. Ade- 
más, cada subsistema consta de un pistón que utilizaremos para intro- 
ducir los dy, moles en el sistema (1) (véase la figura 13.1). 

Después de introducir una por una las r sustancias, analicemos lo que 
sucedería si tuviéramos sólo una de ellas, por ejemplo, la sustancia 1. 

'Llamemos a éste el subsistema (2). 





Figura 13.1 
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Figura 13.2 


Cada sistema (1 y 2) tiene sus propiedades termodinámicas bien defi- 
nidas. La energía total del sistema (gs = 0,+0,) será la suma de las 
energías de cada una de las fases, de acuerdo con la hipótesis de aditividad 
de U. Entonces 


Ul+2 = Ul + dU2. 


Llamemos u, = U/y,, v; = V¿n; y s; = S/n, a la energía, el volumen y la 
entropía molares de la sustancia i, respectivamente. Ahora introduci- 
mos los dy, moles en el sistema (1), mediante el pistón, a fin de que el 
sistema esté en su situación original. 

El simple hecho de introducir dy, moles en el sistema (1) contribuye a 
la energía de dos formas: a) por la modificación en la energía que tiene 
en sí el sistema (2) —que es dU,—*, y b) por el trabajo necesario para 
introducir estos dy, moles, que denotaremos por dU”,. 

Entonces, por redefinición de fronteras 


dU, = u; dn; 


dU”, = dW = pdv = pwW. An; 
por lo tanto, el cambio en la energía es 


dU = dU, + dU”, = uda, + pw.dn; = (u, + pu Jdn;,. 


IÉsta es la energía obtenida por redefinición de fronteras. 
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Si realizamos este mismo proceso para las r sustancias, tendremos 
que en general 


dU = Le (u, + pW)Jdn,. 
=l 


Si en este proceso hay intercambio de energía entre el sistema y los 
alrededores, debemos tomar en cuenta el término de energía transferido 
en forma de calor y el trabajo total realizado (pdV, HdM, etc.). Por lo 
tanto, en general 


r 


dU =d'Q+d'W+ Y) (u, + p.Jdn.. (13.5) 


=l 


Ésta es la primera ley de la termodinámica para sistemas abiertos, 
que sólo es válida en sistemas que satisfacen la aditividad para las 
variables extensivas. 

Veamos ahora cuál es el cambio en la entropía al introducir dy; moles 
de la sustancia i, mediante el mismo proceso. 

Por hipótesis de aditividad S, = S, + S, y por definición 


s. == dS, = sdn; 


Ahora empujamos el pistón e introducimos los dy, moles. Como el 
proceso es adiabático, el cambio en la entropía para este proceso es cero 


dS!,= 0 


y el cambio total en la entropía es únicamente dS,. Para las r compo- 
nentes tenemos que 


dS, = Y sdn,. 
i=1 


En general, si permitimos intercambio de energía en forma de calor, 
el incremento total de la entropía es el cambio en ésta debido al inter- 
cambio de energía más el cambio de entropía por la introducción de la 
componente í 





dS = Qu + Y sdw (13.6) 
i=1 
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Ésta es la segunda ley de la termodinámica para sistemas abiertos. 
A partir de la ecuación (13.5) tenemos que 


d'Q.. = TAS — Y Tsdn.. 
í=l 


Si consideramos sólo trabajo, pdV, y sustituimos la ecuación (13.6) en 
la ecuación (13.5) obtenemos 


dU = TdS — paV + Y) (u, + pw,— Ts)dn,. 
i=1 


Hemos obtenido que el cambio de energía para sistemas abiertos es el 
mismo que para sistemas cerrados, más una contribución que proviene 
de introducir dy, moles de cada componente. 

Al comparar este resultado con la ecuación (13.2), ambos tendrán la 
misma forma si se define 


p;= u; + Pp.v;:— Ts,. (13.7) 


Pero en la deducción de la ecuación (13.2), 1, es la derivada parcial de 
U respecto de n;, lo cual no nos dice nada sobre y; en cambio, en la 
deducción que aquí hemos presentado emerge y de una manera muy 
clara. En efecto, con base en la definición de la función de energía libre 
de Gibbs 


G=U-—TS+pV 


y al comparar este resultado con la ecuación (13.7), vemos que el coefi- 
ciente y, es el potencial de Gibbs por mol (la i sólo indica la especie) 


y, se denomina el potencial químico de la iésima componente. 

Si hubiera contribuciones por la interacción entre interfases, la hipó- 
tesis de aditividad no sería aplicable y, por lo tanto, estas ecuaciones 
perderían su validez. 

Veamos ahora la relación entre el coeficiente (u, + p.v, — Ts, y los 
coeficientes diferenciales que aparecen en el análisis de la ecuación 
(13.2). Con base en esta relación obtendremos la ecuación de Gibbs- 
Duhem. 

Puesto que G = E un; = U + pV— TS, entonces 


dG = Y udn, + Za n dp; 
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y además 


dG = dU + pdV + Vdp — TdS — SaT. 


Al aplicar la ecuación (13.2) e igualar ambas formas para dG, obte- 
nemos 


2 y du, = Vdp — SdT 


que es la ecuación fundamental de la termodinámica para sistemas 
abiertos y se conoce como ecuación de Gibbs—Duhem. 

Con base en el teorema de Euler sobre funciones homogéneas es fácil 
demostrar que 


dG 
Esa 13.8 
dá 09; ) TPNF1 ) 


Mediante la ecuación de Gibbs-Duhem para una sola componente, 
tenemos que 


ndy = Vdp — SaT 


y, por lo tanto, si dividimos esta relación entre y y usamos la definición 
de las cantidades molares para u y s, obtenemos 


du = v*dp—s *aT. 


Esta ecuación diferencial permite calcular el potencial químico en la 
representación (p, T). 

Recordemos que al principio de la presente discusión utilizamos las 
variables S y V y las composiciones y, como variables independientes. 
Sin embargo, en la práctica es más fácil trabajar con parámetros inten- 
sivos (por ejemplo, T y p), pues son más fáciles de medir y controlar. 
Preferimos considerar a las variables intensivas como las variables 
independientes y a las extensivas como cantidades derivadas opera- 
cionalmente. En la representación (p, T) la función 


G = G (p, T, Mo... n,) 


contiene toda la información. U y G están relacionadas por una trans- 
formada de Legendre. 

Como mencionamos en el capítulo 9, si sumamos y restamos los tér- 
minos SdT y Vdp a dU, obtenemos 


dG = Vdp — SaT + Y) udn,. 
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Esto explica el significado de la ecuación (13.4) obtenido a partir del 
análisis de la energía interna. 

En resumen, la extensión tradicional de la relación de Gibbs a su forma 
expresada por la ecuación (13.2), requiere de la hipótesis de aditividad 
de las funciones extensivas. Asimismo, el desarrollo sobre el método 
general de potenciales termodinámicos es directamente extrapolable a 
sistemas abiertos, si la ecuación fundamental (9.45) se generaliza agre- 
gándole el término correspondiente, esto es 


F Cc 
A$ = AU—(AW),.. — fas do de fur.ano, >0 (13.9) 


¿1 i=1 


donde C representa el número de componentes en cada fase y F el total 
de éstas. 

Con base en el mismo procedimiento empleado para sistemas cerrados, 
las ecuaciones que caracterizan a estados de equilibrio para diferentes 
restricciones son 


(Suv. y ”:= 10) (13.10a) 
(SG)r.p. q ”= O (13.10b) 
[¿—pW]»...0.= 0 (13.10c) 


y otras similares. 

Para terminar con este capítulo, veamos un ejemplo del significado 
de la ecuación (13.10a). Consideremos a un sistema heterogéneo aislado 
formado por dos fases y una componente, por ejemplo, un líquido en 
equilibrio con su vapor (véase la figura 13.3). El sistema está sujeto a 
tres restricciones, a saber, la energía interna total U es constante, el 
volumen total V es constante (suponemos al contenedor de paredes 
rígidas e impermeables) y la composición total y es constante (¡aunque 
no lo es en cada fase!); esto es 


6, => €,(U, V,n). 


Consideremos primero un proceso infinitesimal y reversible en el 
cual las energías, los volúmenes y la composición de cada fase varían 
arbitrariamente. Denotemos a las fases por los supraíndices (1) para el 
vapor y (2) para el líquido; entonces, mediante la ecuación (13.2) obte- 
nemos para la fase (1) 


dun =T0 ds —p dv + ut dy (13.11) 





Figura 13.3 


y para la fase (2) 


du? = Pu ds? —p” dv + ue? dy”. 
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(13.12) 


Estas ecuaciones representan un cambio en la energía interna de cada 
fase para un proceso infinitesmal y cuasiestático. Sin embargo, las 
variables extensivas deben cumplir con la aditividad y la constancia en 


su valor total, esto es 
U=U0" + U? = cte. 


S so + so 


cte. 


V = VID + Vi2 = cte. 


n y J y = cte. 


Como la entropía es aditiva 
dS = dSY + ds? 


Al despejar dS'" de (13.11) y dS*” de (13.12), tenemos que 


1 du + Lao + PO gya 


dS = TO TO T 





p? y y? 
+ dv? 70 qn” —= 70 


(2) 
TO ado. 
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El cambio en la entropía descrito por dS es muy general. Si restringi- 
mos dS a la trayectoria en lo cual U, V y y no cambian, podemos aplicar 
la ecuación (13.10a) que describe el equilibrio. Además, puesto que U, 
V y y son constantes 


SU =6V =5y=0 


por lo tanto 


SU = ¿UD + ¿U =0 


oV 


sv + sv? =0 


ón = 69 Y + ón? = O. 


Consecuentemente 
1 1 
(55). v.y = 0 = [+7] SU» 
po p? pd y 
+ [L—£> vo [E — E] ó910 (13.13) 


y como las variaciones son independientes, concluimos que las caracte- 
rísticas del equilibrio son 


TD = TO 
(1) (2) 

p 
po pa a 
TOTO OHM 


Las variables u, p y T son los potenciales internos, porque determi- 
nan cuándo y en qué dirección ciertas cantidades extensivas fluyen 
dentro del sistema cuando se elimina una restricción; características 
que, como veremos en el capítulo 15 posterior, están relacionadas con 
la estabilidad del sistema. 

Cuando dos potenciales químicos están definidos en distintas regiones de 
un sistema heterogéneo y uno es mayor que el otro (por ejemplo, 4 >?»), 
se produce un flujo de materia de la región de alto potencial a la de menor 
potencial; sólo se logra el equilibrio cuando los potenciales son 
iguales (u'" = (2). Ésta es otra interpretación del potencial químico 
que determina la dirección del flujo de materia y su nombre. De una 
manera análoga sucede con p y T: cuando hay una desigualdad de tem- 
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peratura, se produce un flujo de entropía hasta que las temperaturas se 
igualan, y cuando hay una diferencia de presiones, se produce un “flujo” 
de volúmenes hasta que las presiones se igualan (esto debe interpretarse 
como una transferencia de volumen producida por la diferencia de 
presiones). 

En resumen 

1. La ecuación (9U)s y, = O no es un criterio de equilibrio. Para dedu- 
cir las ecuaciones anteriores partimos de un sistema que ya estaba en 
equilibrio. 

2. Las restricciones 6, son innecesarias, como se puede comprobar 
en la ecuación (13.13) donde no se hace ninguna referencia respecto al 
estado final. 

3. Los coeficientes en óS están relacionados únicamente con el estado 
inicial de equilibrio sujeto a las restricciones € ¿. 

4. Las ecuaciones (13.14) establecen las características de equilibrios 
térmico, mecánico y químico. 


PROBLEMAS 


13.1. Demuéstre las ecuaciones (13.8) y (13.10). 

13.2. Deduzca la extensión de la ecuación de Gibbs-Duhem para un fluido 
paramagnético. (Sugerencia: G = U + pV— py *.y— TS). 

13.3. Use el resultado anterior para calcular el potencial químico de dicho 
fluido suponiendo que es ideal, como gas y como sistema magnético. 

13.4. Generalice las ecuaciones (13.10) a un sistema formado por F 
fases, cada una de las cuales tiene r componentes independientes. 
Interprete fisicamente los resultados. 

13.5. Aplique los resultados del problema anterior a una sustancia pura en su 
punto triple. 

13.6. Con base en el teorema sobre funciones homogéneas de Euler demuestre 
que 


13.7. Deduzca una expresión para el potencial químico de un gas de van der 
Waals. (Sugerencia: usar V como variable independiente). 

13.8. Si X((i = 1, 2) es la fracción mol de cada una de las componentes en un 
sistema binario, demuestre que la ecuación de Gibb-Duhem es 


du, E Oz 
dnX, Jr, dinX, Jr, 
13.9. Demuestre que para un gas ideal 


p= RTInp + AT) 


donde y(T) sólo depende de la temperatura. Obtener la expresión para y, 
de un gas ideal i en una mezcla de gases ideales. 


14 


Transiciones de fase 
y puntos críticos 


INTRODUCCIÓN 


La materia que nos rodea aparece en la gran mayoría de los casos, en 
forma de sustancias que tienen una de tres fases: sólida, líquida y 
gaseosa. Entre dichas fases ocurren cambios, como la fusión, la evapo- 
ración, la condensación, etc. Para un observador acucioso es familiar 
que en una sola fase hay sustancias que tienen cambios entre dos o 
más formas posibles. Por ejemplo, el carbono puede existir como grafi- 
to, como diamante, como carbono amorfo, etc; el agua sólida, hielo, 
presenta por lo menos ocho variedades diferentes, y así existen otros 
sólidos con propiedades similares. La transición entre una forma y otra 
en un sólido se llama transformación alotrópica. En los líquidos 
como el helio cuatro (o el helio tres) hay por lo menos dos formas diferen- 
tes, el líquido normal y el superfluido caracterizados por propiedades 
dinámicas completamente diferentes. Estos y otros fenómenos como la 
superconductividad, la ferroelectricidad, el ferro y antiferromagnetis- 
mo, se denominan transiciones de fase. En estas transiciones al 
variar un parámetro termodinámico adecuado, se alcanza un punto en 
el cual se anula la diferencia entre las dos o más fases que originalmente 
coexistían en equilibrio. Estos puntos son los puntos críticos, de los 
cuales el más conocido es el que diferencia las fases líquida y gaseosa 
de un fluido, esto es, el punto que marca la región en el plano p — V de 
un fluido en la que las fases liquida y gaseosa son indistinguibles y sólo 
existe lo que llamaremos la fase fluida. 

Hasta hace apenas unas décadas se pensaba que las transiciones de 
fase se podían clasificar con base en los cambios en determinadas 
variables termodinámicas como el volumen y la entropía o en sus deri- 
vadas al ocurrir la transición. Cuando se produce un cambio de entro- 
pía en las transiciones de fase más comunes que ocurren a temperatura 
constante, el término TAS implica que durante la transición hay una 
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emisión o absorción de calor conocido como el calor latente de tran- 
sición, así como un cambio de volumen. A partir de la condición de 
equilibrio requerida por la termodinámica, esto es 


9;(T, p) = g,(T, p) (14.1) 


para dos fases arbitrarias i y f, mediante la relación dg = — sdT + vdp 
es fácil demostrar que para una variación arbitraria de T y p tal que el 
equilibrio no se perturbe 


e O a (14.2) 


ST UV; — U; 


y con óT—=0, obtenemos la ecuación para la pendiente de la curva de 
coexistencia 


dp _ ls, 
aT “ Tlo,—v) id 


donde l,, = T(s; — S, es el calor latente de transición. Esta ecuación, co- 
nocida como la ecuación de Clausius-Clapeyron, se consideró la base 
para caracterizar a las transiciones de fase de primer orden; sin embargo, 
aunque todavía es muy importante en varios aspectos de la fisicoquímica 
aplicada, en la actualidad no tiene una relevancia preponderante en el 
problema general de las transiciones de fase. 

En los últimos veinte años el estudio de esta área de la termodinámica 
ha evolucionado de manera notable, superando los tratamientos tradi- 
cionales de estos fenómenos. En este capítulo presentaremos una 
visión general, pero detallada, de los resultados más importantes obte- 
nidos al respecto. Asimismo, expondremos un análisis más cualitativo 
de los problemas que aún no han sido totalmente resueltos. 


TRANSICIÓN LÍQUIDO-GAS Y TRANSICIÓN MAGNÉTICA 


A fin de introducir al lector a la fenomenología de las transiciones de 
fase en un lenguaje moderno, vamos a estudiar dos ejemplos de estas 
transiciones: el paso de un gas a su fase líquida o recíprocamente y el 
paso de un material imantado a su fase paramagnética normal. El pri- 
mer ejemplo se describió con cierta amplitud al principio del capítulo 
10 cuando se estudiaron las isotermas de una gas imperfecto (véase la 
figura 10.1). Es importante subrayar que todas las isotermas que 
corresponden a temperaturas menores que la temperatura crítica T., 
a medida que se aproximan a esta temperatura tienen una porción 
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horizontal cada vez menor dentro de la región heterogénea hasta redu- 
cirse a un punto en T = T.. El punto crítico marca el final de la curva de 
coexistencia, es decir, de la región heterogénea en la cual coexisten en 
equilibrio el líquido y el gas; arriba de este punto el fluido sólo existe 
en una fase homogénea. 

Por otra parte, la curva de coexistencia no es simétrica con respecto a 
la isócora crítica, como se muestra en la figura 14.1 donde se presentan 
las isotermas experimentales para el CO, obtenidas en 1869 por el 
fisico escocés T. Andrews. De acuerdo con la ecuación que define a la 
diferencial de la función de Gibbs, por unidad de masa 


dg = — sdT + vdp 
por lo tanto, como v,>v, en todo punto de la curva de evaporación 
2), > 2), 
donde v, y v,son los volúmenes específicos del gas y del líquido, respec- 


tivamente. La forma explícita de la curva se puede obtener al integrar 
la ecuación (14.3) si despreciamos vu, con respecto a v,. Entonces 





(LdT) 
fao = ( dT + const. (14.4) 


es la presión de evaporación como función de la temperatura, que de- 
pende de la ecuación de estado y de la forma explícita con que el calor 
latente varía con la temperatura. Si éste es constante y el vapor es un 
gas ideal, entonces 


Inp = — a + const. (14.5) 





una forma muy conocida y utilizada de la ecuación de Clausius- 
Clapeyron. 

A fin de analizar la fenomenología de un material imantado, que es 
menos conocida que la del sistema líquido-gas, nos basaremos en un 
trozo de hierro imantado (imán común y corriente) que se fabricó al so- 
meterlo a la acción de un campo magnético. El hierro así magnetizado 
tiene propiedades similares a las del fluido. En 1870 el físico inglés J. 
Hopkinson observó que la magnetización 4“ tiene una relación con el 
campo similar a la observada por Andrews para los fluidos. Esta rela- 
ción representada en la figura 14.2 muestra la existencia de una tempe- 
ratura crítica T. debajo de la cual el material posee una magnetización 
distinta de cero cuando 4'= O. A medida que aumentamos la tempera- 
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Volumen (litros) 
Figura 14.1. Comportamiento del CO, como función de la pre- 
sión. 
tura la porción horizontal de las isotermas que representa los valores de 
M E 0 para 4 = O, disminuye hasta reducirse a un punto en T = T.. 
Arriba de esta temperatura 4 = O si X= 0. 

En la figura 14.3 se muestra la curva de coexistencia que representa 
el lugar geométrico de los puntos que corresponden a 4 + O para T < 
T., cuya forma es más simple que la correspondiente al líquido-gas por- 
que sólo hay una fase. Esta transición observada en metales como Fe, 
Ni, etc. y otros compuestos se denomina transición ferromagnética. 
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Magnetización ———>> 





Figura 14.2 


Para estudiar el comportamiento de éstos y otros sistemas en la ve- 
cindad de puntos críticos es conveniente elegir un conjunto de pará- 
metros o variables termodinámicas fácilmente medibles con significado 
físico simple. Además, se recomienda que la parte dominante de estas 
funciones tenga una forma algebraica simple. Las cuatro cantidades 
elegidas son: a) La curva de coexistencia, para la cual se propone la 
siguiente forma algebraica 


elT)—e/T) TY* 
LA =p l coo] (1 +...) (14.6) 
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Figura 14.3 Temperatura, 7 


donde e es la densidad del fluido a la temperatura T, e. la densidad 
crítica, B una constante y 6 un exponente; estas dos últimas descono- 
cidas. El primer término del miembro derecho representa la parte 
dominante en T = T.. 

Para sistemas magnéticos, la forma análoga de esta ecuación es 





TNoe 
=B E.) (1 +...) (14.7) 


b) La compresibilidad isotérmica kr descrita por las ecuaciones si- 
guientes 
xn _ feto” Il+..] a  T<T.o=elT)oe4(T) (14.8) 
> lclrll+.] a T>T.0=0e 


m 


Tp es la compresibilidad de un gas ideal calculada 





donde x5= 1/p?= 
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en el punto crítico. En esta ecuación existen dos posibilidades de apro- 
ximación al punto crítico: si T<T. la aproximación a T. se puede reali- 
zar por la curva de coexistencia del lado del gas o del líquido, y si T>T. 


por la isócora crítica. Aquí e = Es > k es la constante de Boltzman 


(k = %R/N,) y C y C' son constantes 
En el caso magnético 

















xr _] Cte” [1 +....] a T<T. H=0 (14.9) 
X  |C(ter[ll+..] a T>T. %=0 
isa KT. , 
donde x. es la susceptibilidad para un campo += 0 y A; = e es decir, 
M (0) di : A 
X= E ; pes el momento magnético de una molécula del sistema. 
Cc) La forma de la isoterma crítica 
8 =D|£-—1 "sgnle—e) a T = T. (14.10) 
donde D es una constante y sgn x = % 4 La forma análoga de esta 
ecuación para sistemas magnéticos es 
HO A 
A =D AO T= Te (14.11) 








d) El calor específico a volumen constante, con la siguiente forma 


elT) o es(T) 
(14.12) 


A'(e*"[1+..] a T<T. Q 
Cy = 


Ale“ [1 + ...] a T>T. Q 


Q< 
donde A y A' son constantes y las dos ecuaciones, como en xr, Corres- 
ponden a las dos posibilidades de aproximación al punto crítico men- 
cionadas en el inciso b. Para un sistema magnético 


ATP Ter, 
Css »=0 (14.13) 


A(-)* [1+..] a T>T. 


Los exponentes 6, 6, y, y', a y a” se denominan exponentes críticos 
y reflejan el comportamiento dominante de estas cantidades en la 
vecindad de un punto crítico; su evaluación teórica y experimental es 
fundamental para conocer la naturaleza de las funciones termodinámi- 
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cas en la vecindad de puntos críticos y ha sido el aspecto central del 
estudio de las transiciones de fase en los últimos 25 años. Como veremos 
en las discusiones subsecuentes, el valor de estos exponentes implica 
una concepción de los fenómenos críticos totalmente distinta a la que 
se tenía hace algunas décadas. 


TEORÍAS CLÁSICAS; ALCANCES Y LIMITACIONES 


Aunque la noción de exponente crítico se empleó por primera vez por 
J.Van der Waals en conexión con la teoría de la capilaridad de Laplace 
hace más de cien años, su importancia en la teoría de fenómenos 
críticos data apenas de hace cuatro décadas aproximadamente. Sin 
embargo, a fin de describir la fuerza molecular o cohesiva introducida 
por Laplace, Van der Waals trabajó en la continuidad de las fases 
líquida y gaseosa hasta formular en su tesis doctoral en 1873 la famosa 
ecuación de estado que lleva su nombre. Con base en las características 
de esta ecuación [ecuación (10.12)] discutidas en el capítulo 10, repre- 
sentativas en forma cualitativa de las propiedades generales de los 
gases y líquidos, se pueden calcular sus exponentes críticos, puesto 
que su evaluación sólo requiere del conocimiento de una ecuación de 
estado. Debido a que esta tarea se realizó en el capítulo correspondiente 
del PTC (véanse los problemas 14.11, 12, 21 y 22), sólo mencionaremos 
aquí los resultados; el lector interesado puede consultar esta obra para 
los detalles matemáticos. 

Entonces tenemos 


po ó=3 yv=yv' =1 a = a' = O (discont. finita) 


esto es, contrario al experimento, la curva de coexistencia es simétrica 
(una parábola) con respecto a la isócora crítica; la isoterma crítica 
es una cúbica consistente con la estructura de la ecuación de Van der 
Waals; la compresibilidad diverge como (T—T.)* pero con diferentes 
amplitudes, C = 2C'y C' = 2/9, y el calor específico tiene una disconti- 
nuidad finita en T = T. cuya magnitud es AC, = 9/2 %. Este último 
resultado puede obtenerse a partir de la fórmula 


2 vi 
Cvy(V,, T.) — Cy[(V¿ T.) = TT IM pdv (14.14) 


que al reescribirse en términos de las variables reducidas se transforma 
en 





_p.V. 0? mn 
AC, = ETA (9:—0,) (14.15) 
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Al emplear el valor de ¿,—4,=4(1-0)*, llevando a cabo las operaciones y 
recordando que C, (V,, T.) = 3/2 Rse llega al resultado deseado. 

Estos resultados, que por sí solos reflejan únicamente el comporta- 
miento de un gas de Van der Waals alrededor del punto crítico, son muy 
importantes cuando se comparan con los obtenidos para una sustancia 
ferromagnética que obedece a la ecuación de Curie-Langevin 

A (Hn +A) 


M = Motan h a 7 (14.16) 


donde 4, es M(T = O, X%'= 0), y el momento magnético, %,, un parámetro 
indeterminado llamado el campo promedio y +el campo externo. 

De nuevo, al usar la ecuación (14.16) para calcular los exponentes 
críticos (véanse los problemas 14.13, 22 y 23 del PTC) se obtienen los 
mismos valores que para el gas de Van der Waals. La diferencia entre 
ambos sistemas es que las amplitudes B, C, C' y D son diferentes y AC, 
=3%. Así pues, excepto por las amplitudes, las cantidades termodiná- 
micas descritas por dichos exponentes se comportan de manera similar 
para ambos sistemas, de naturaleza diferente y representados por dos 
ecuaciones de estado que aparentemente no tienen nada en común. Este 
resultado puede ser sólo coincidencia o reflejar algo más profundo 
respecto al comportamiento de la materia alrededor de puntos críticos. 

Antes de discutir el origen de esta coincidencia apreciada hasta 1937 
por Ginzburg y Landau, es conveniente mencionar que ya en 1900 había 
una evidencia concreta y clara de que los valores de los exponentes 
críticos obtenidos a partir de la ecuación de Van der Waals no concorda- 
ban con el experimento. En efecto, al trabajar con el CO,, J. W. Vers- 
chaffelt hizo un análisis estadístico muy original de los datos existentes 
para esta sustancia, incluyendo los suyos, obtenidos entre 29.3 y 
30.6*C, ¡a sólo 0.5%C de T.! para mostrar que la ecuación más ade- 
cuada para la curva de coexistencia era 


01 (T)—0, (T) -(T—TJ937 


es decir, 6 = 0.367, en total desacuerdo con el valor de 0.5 predicho por 
la ecuación de Van der Waals. El mismo Verschaffelt mejoró el valor ob- 
tenido al demostrar que a medida que T=T., 6 disminuía y entre 0.8 C 
y 0.4? C de T.el valor más adecuado era 0.3337. Incluso, este autor afirmó 
que para obtener isotermas compatibles con esta forma de la curva 
de coexistencia la isoterma crítica corresponde a un valor de ó = 4.259 
¡muy diferente del valor de 3! Tanto su análisis estadístico, redescubierto 
por Kouvel y Fischer en 1964, como los valores de f y 3 propuestos por 
él, coinciden con los resultados obtenidos por la concepción moderna 
de estos fenómenos. Sin embargo, los descubrimientos de Verschaffelt 
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fueron ignorados en su época por razones que no se discutirán en este 
trabajo. 

Ginzburg y Landau demostraron que la coincidencia en los resulta- 
dos obtenidos para los exponentes críticos de sistemas tan diferentes 
como los estudiados aquí y otros como soluciones sólidas binarias, ma- 
teriales ferroeléctricos, etc., podía explicarse de manera muy simple a 
partir de ciertas condiciones que debe satisfacer un potencial termodi- 
námico, por ejemplo, la energía o función de Helmholtz del sistema. 
Ejemplificaremos la hipótesis de Ginzburg-Landau con un ferromagneto 
que, de acuerdo con la figura 14.2, tiene isotermas antisimétricas, es 
decir, la magnetización es una función impar de 4. Como la ecuación 
de estado es la primera derivada de F con respecto a la variable extensiva, 
esta propiedad se satisface si F es una función par de 4“. En un fluido 
las características análogas no surgen del examen de las isotermas en 
el plano p — Vo p— e, sólo en la representación y — e puede observarse 
dicha antisimetría. 

Si suponemos que para cualquier sistema termodinámico, en la re- 
presentación apropiada para exhibir la antisimetría de las isotermas, la 
función F es analítica en la variable extensiva, en la temperatura y 
además par en la variable extensiva, los exponentes críticos son seme- 
jantes a los de Van der Waals, independientemente del sistema em- 
pleado. 

Vamos a estudiar el sólido magnético para el cual, en la representa- 
ción T, 4, la función de Helmholtz se escribe como 


FIT,M) = Y L (DM! = LAT) + LADIM? + L (DM + ...(14.17) 
50 


pues F debe ser par en 4“. Más aún 
LIM « LL(T=TF = ld ll PT) A (14.18) 
1=0 
Consecuentemente 
aF Do, y 
H = E, = DY) LAT) M** = 2L,(T) M+ 4L,(T) M3 + ...(14.19) 
j=0 


y 


[e — Y ji—DL (DMA? = 2L,(T) + 12L,(T) M4? +... (14.20) 
T 5 
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Al considerar que 
L,(T) = lo + la (TT) + lo (T—TY + ... 
L,(T) = Lio + lu (TT) + lso (T—TY + ... 
y al sustituir en la ecuación (14.29), obtenemos 
XT, 0) = 2 lp + Ls (TT) + ls (TT + -..] 
y como 


lim x*r (T,0)=0,  lp=0 


T>Tc 


Con base en este resultado, la ecuación de estado (14.19) puede escri- 
birse de la manera siguiente 


HOT,M) = 2ly (TT) M + 4[to + la (TJ + ..] +... (14.21) 


El cálculo de los exponentes críticos para el sólido es inmediato. La 
curva de coexistencia se obtiene a partir de la ecuación (14.21) con += 
O y los mismos términos dominantes, además de suponer que T — T. y 
M son pequeños. Así 


Ms la (T.—T)* (14.22) 
2l40 








que representa el valor 6 = Y y la amplitud B = a / ZA [(véase la 
40 


ecuación (14.7)]. 
Para la suceptiblidad magnética obtenemos 
XCAM T) = 2l, (TT) + ... + 124? (lag + ly (TT) + ...) +...(14.23) 
a) si cuando T>T. M“M= 0 y *' = 0, es evidente que 
x*= 2ly, (T—T.) 
lo cual implica que y = 1 y C* = 2ly;. 


b) cuando T < T. y 4“ 0, sustituimos la ecuación (14.22) para “Men la 
ecuación (14.23) y obtenemos 
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= 4 lo, (T.—T) 


lo cual implica que y' = 1 y C' = (4l,,)*, es decir, C = 2C'como 
era de esperarse. 
Si en la ecuación de estado hacemos T = T., obtenemos 


HOT. M)= Aly MO 4... (14.24) 


que implica 6=3 y D=4l,p. 

El cálculo del calor específico es más complicado pues se requiere cal- 
cular la segunda derivada de F con respecto a T. De acuerdo con la 
ecuación (14.17), al usar las expresiones para L, (T) y L, (T) y recordar 
que l)y= O, obtenemos 


ET,M) = Lag lo (TT) + lo TT 24... +4 las (TT) ha) M4 
[lo $ (y (FE) + --) MI... 

de donde 
%F 


ES = 2lp2 + Gl (TT):+...+ (Ql¿+..JM?2+... (14.25) 


Ahora bien, cuando T>T., 4=0 que implica 4=0 y C, = Ea 
M 


Oi Os 97 [ta + Bla (TT) + | (14.26) 


Pero cuando T<T. y M4 O usamos la ecuación (14.22) para “4? en la 
ecuación (14.25) y obtenemos 


Cas =T [21 + lp 02) (TT) + .»] 


Por otra parte 
C—Cou = Toy Xr 
con 


IM 
Am = pa. 21, M + Aly M2? A 
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donde hemos usado las ecuaciones (14.19) y aquellas para L, (T) y L, 
(T), así como x*, = 4l,, (T.—T). Al sustituir estos resultados, con base 
en la ecuación (14.22) para 4“ ?, obtenemos 





2 
Cota a T [1 + or—r.] (14.27) 


Si combinamos este resultado con la expresión arriba obtenida para C., 
vemos que 


Cr= T [Hi 
e 2 Lao 


=> 2lp,] + O(T—T.,) (14.28) 
Por último, al restar la ecuación (14.26) de la ecuación (14.28), obte- 

nemos 

E 


ACr(T = T., A = 0) = 2la 
4 





T. (14.29) 


lo cual implica que a = a' = O y la discontinuidad es finita. Es decir, la 
hipótesis de Ginzburg-Landau indica que los exponentes críticos de 
cualquier ecuación de estado, analítica en la variable extensiva Y, son 
los mismos, independientemente del sistema empleado, en tanto que 
los valores de las amplitudes D, B, C, C', etc. dependerán de la forma de 
dicha ecuación. Como dijimos anteriormente, estos resultados no con- 
cuerdan con la forma experimental de la curva de coexistencia de 
fluidos reales, para la cual se sabía por el trabajo de Verschaffelt, corro- 
borado por Goldhammer en 1910, que 6 — Y. A pesar de esto y debido 
al gran éxito de las hipótesis de Van der Waals, reflejadas no sólo en 
su ecuación de estado, sino en teorías relativas a líquidos, estados 
correspondientes, tensión superficial, teorías de mezclas multicompo- 
nentes y estados metaestables, las teorías clásicas de las transiciones 
de fase fueron determinantes hasta casi después de la Segunda Guerra 
Mundial. 

Entre 1944 y 1950 comenzó a cuestionarse seriamente la validez de 
las teorías clásicas para explicar fenómenos críticos, gracias a dos even- 
tos un tanto singulares. En 1944 el químico noruego L. Onsager afirmó 
que el calor específico de un modelo bidimensional, llamado el modelo 
de Ising, para un material ferro o antiferromagnético tiene una energía 
libre que no es una función analítica de la temperatura en la vecindad 
del punto crítico, y que esta no analiticidad se refleja en que el calor 
específico de este modelo varía como In|T—T.|, es decir, tiene una sin- 
gularidad logarítmica en el punto crítico. Debido a que la forma de la 
curva se asemeja a la letra lambda, a estas transiciones se les conoce 
como transiciones ). 
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En 1965 el físico soviético P. Voronel obtuvo un resultado similar al 
realizar mediciones muy precisas del calor específico C, del argón 
líquido alrededor de su temperatura crítica (véase la figura 14.4). Por 
otra parte, en 1945 E. A. Guggenheim analizó los datos experimentales 
que existían hasta esa fecha sobre las curvas de coexistencia de varios 
fluidos y redescubrió que esta curva era asimétrica con respecto a la 
línea e= 0. y que el exponente f correspondía mejor al valor de Ya que a 
Ya como predecían las teorías clásicas (véase la figura 14.5). 

Debido a que las características de la interacción entre los espines de 
los átomos vecinos que constituyen el modelo de Ising son de naturaleza 
diferente a las interacciones moleculares de ecuaciones de estado como 


C,/k 





0.6 0.8 1.0 12 
TIT 


Figura 14.4 





0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 
PIP, 


Figura 14.5 


la de Van der Waals o de Curie-Langevin, el descubrimiento de Onsager 
generó una enorme cantidad de trabajo teórico en modelos similares al 
usado por él para estudiar transiciones de fase en materiales y anti- 
ferromagnéticos, en el gas de latiz, en aleaciones binarias sólidas y 
otros sistemas. Asimismo, el trabajo de Guggenheim produjo entre los 
experimentales la necesidad de medir con más precisión los exponen- 
tes críticos, de manera que desde aproximadamente 1954 hasta finales 
de la década pasada se trabajó bastante a fin de obtener mayor informa- 
ción sobre los fenómenos que ocurren en la vecindad de los puntos 
críticos. 

Reconocida la imposibilidad de resumir aquí de manera completa 
todo lo ocurrido en esta área de la termofísica, en la tabla 14.1 se 
muestran algunos resultados significativos que ilustran el panorama 
general. 
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Tabla 14.1. Valores experimentales y teóricos para exponentes 
críticos 


seso] 0 Y * | + | + 


Ising (2d) O(log) 1/8 = 0.125 
Fluidos 0.125 0.320 


y 
Oídisc.) | 1/2= 0.5 


A partir de un examen de la tabla 14.1, se deducen las observaciones 
siguientes: 
I. El orden de magnitud de los valores de los exponentes críticos es 
igual para todos los fluidos y ferromagnetos listados; además no hay di- 
ferencias sustanciales entre ambos grupos. Independientemente de las 
diferencias perceptibles entre los valores numéricos, los fluidos y los 
ferromagnetos parecen comportarse de manera similar en la vecindad 
de un punto crítico. En el lenguaje moderno se dice que ambos pertene- 
. Grupo de Renormalización. Ver pág. 259, : 
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cen a la misma clase de universalidad respecto a su comportamiento 
alrededor de T = T.. Aunque la lista de la tabla 14.1 no es completa, es 
válido suponer que este fenómeno de universalidad ocurre para dife- 
rentes clases de sistemas. 
Il. Los valores de los exponentes $ y $, por completo diferentes de Ye y 3, 
respectivamente, indican que F, la función de Helmholtz, no puede ser 
una función analítica alrededor del punto crítico. Entonces, ¿cuál es la 
naturaleza de la función? 
III. Aunque nos hemos referido sistemáticamente a cuatro exponentes 
críticos para sistemas simples, que tienen dos grados de libertad, ¿sólo 
dos de ellos son independientes? y ¿qué relación tienen entre sí? 
IV. Debido a la naturaleza de estos resultados, ¿cómo pueden incorpo- 
rarse al esquema general proporcionado por las leyes de la termodiná- 
mica clásica? 

En las secciones siguientes analizaremos el procedimiento empleado 
para responder a las interrogantes planteadas por tan inusitados des- 
cubrimientos. 


DESIGUALDADES TERMODINÁMICAS 


A continuación demostraremos cómo las leyes de la termodinámica 
clásica conjuntamente con las definiciones propuestas para los expo- 
nentes críticos, generan una serie de desigualdades que confirman la 
característica señalada en el inciso III anterior; es decir, sólo dos de 
los exponentes críticos para sistemas simples son independientes. Para 
ello recordaremos varias propiedades de los potenciales termodiná- 
micos. 

DEFINICIÓN. Una función f (x) es convexa si la semisuma de los valores 
de la función para dos puntos cualesquiera x, y x, es mayor o igual que 


el valor de la función en A, Esto es 


Lee) + $0) > sz) (14.30) 


Si la función —f (x) es convexa en x, entonces f (x) es cóncava en x. 
TEOREMA. La función de Helmholtz F (T, V) es una función cóncava en 
T y convexa en V. La función de Gibbs G (p, T) es cóncava en p y T. 

Puesto que en límite cuando x3>x + dx y xx, la desigualdad (14.30) 
implica que f”(x) => O, a partir de las relaciones 


Ea, E. Em, 
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obtenemos 
02F 1 
(E ls > >0 (14.31a) 
92F Cc, 
ea ), == <0 (14.31b) 


puesto que xr => Oy C, >= O [véanse las ecuaciones (15.6) y (15.7)]. Esto 
prueba la afirmación para F. El lector puede realizar un análisis similar 
a fin de obtener las propiedades señaladas para G. 

Consideremos ahora un sistema magnético para el cual sabemos que 


OH IM 
Cr —Cuu = A (5 la 


Como C., > O, mediante la relación cíclica obtenemos 
9MN? 1 
Cr > eS A MX 
En el límite cuando * => 0 
lim (09M LA 
2650 9T “dí 


es la pendiente de la curva de magnetización para T < T.. Por otra 
parte 


lÍMX4%A T) = X(0, T) = XT)  T<T. 


entonces 


In Cv.o > 2 In A — In xo(D) + InT (14.32) 


Si introducimos las ecuaciones (14.7), (14.9) y (14.13) en este resultado 
con base en Caso = Co -o, Obtenemos 


—a'In (—e) > 2(8—1)In (—e) + IngT + y'In (—9 > 2(8—1)In (—e) 
+ y'In (—9 


puesto que IngT > O. Como In (—e) < O pues —e < 1, al dividir ambos 
miembros entre esta cantidad obtenemos 


a" = 2 (1-8 
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o bien 


que es la desigualdad de Rushbrooke. Los exponentes a”, $ y y' no 
son independientes entre sí. Un análisis similar para T > T. muestra 
que 


a+2B+ y->2 (14.34) 


Para el mismo sistema consideremos ahora la curva de magnetiza- 
ción espontánea como función de T. De acuerdo con la figura 14.6 to- 
memos una temperatura T,<T. y llamemos 4(T,) a la magnetización 
correspondiente. Nótese que en este punto, F (T,, 4) = F (T,, O). Si 
desarrollamos F E M ) en potencias de 4 — 4, alrededor del punto P y 


recordamos que E = O, obtenemos 
IM) rr, 


F(T, M) = F(T,O) + Ya x? (M—My)? + ... (14.35) 


Sea ahora T, tal que T, < T, < T., de manera que 4“(T,) > 4“, (T). 
Como F es una función cóncava de la temperatura 


E a LIZ 
oT T=T1 — T¿,—T, 





Ts Ta Te 
Figura 14.6 
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es decir, la pendiente de la curva en un punto es mayor que la secante. 


Como e 0 =—S$S (T,, —4,) obtenemos 
9T ) rr, 


(T,-T)S(T,, 4) > F(Tz Ma) (T,, 4) 
Mediante un análisis similar alrededor de P'se obtiene la desigualdad 
(T,—T,) S (T,, AM.) > F (T,, M)—F(T,, M.) 


al sumar ambas desigualdades y notar que F (T,, 4,) = F(T,, 4“, = F, 
(T,), pues X= O, obtenemos el resultado siguiente 


S (Ta) — S (Ty) ” F(T, M)—F (T,, 4) 
T,—T, — (T,—T y)? 


donde hemos omitido la magnetización en el argumento de S y dividido 
el resultado entre T,—T;. Al aplicar la ecuación (14.35) en este resulta- 
do, obtenemos 


S (T,)—S (T,) 
A (14.36) 


MM, ] ? 
=> 2 


1 
> 1/2 x7 [ T E 


que conduce a la desigualdad de Rushbrooke si T, = T, + dT. Ahora 
bien si en la ecuación (14.36) T, = T. y recordamos que en T. 4 = 0, 
obtenemos 


F(T. O)/F(T,, MA) < (T.—T) [s (T., 0)—S (T,, .46)] 


9F 
Por otra parte, de + (E). 


H 


F (T. M)—F (T., 0) = | HAM 
0 


En T - T., la ecuación (14.11) establece que * — /4“M1I* y la ecuación 
(14.7) que “4 — (—e)*. Entonces 


F (T. “4)—F (T., 0)= (—e)*4*D 


A partir de C. y = EA , se obtiene 
OT > 


T1 Es 
S(T,, AM) —S (T., 0) = AT 


Te 
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, 


y mediante la ecuación (14.13), C., = (—e)”"! si T=T.. 


E 
¿SS AAA 
Por consiguiente 


S (T,, AaJ—S (T., 0) = — |T,—T.|*" para a'<1 
Al sustituir estos resultados en la última desigualdad, obtenemos 
(ee S «(qe 
y por los mismos argumentos empleados en el caso anterior 


Bl6+ 1) > —a'+ 2 


que es la desigualdad de Griffiths. De nuevo, este resultado muestra 
que a”, 6 y 6 no son independientes. 

Al combinar las ecuaciones (14.33) y (14.37), se obtiene la desigual- 
dad de Widom 


B(8— 1) > y' (14.38) 


Estas desigualdades muestran que sólo dos exponentes críticos son 
independientes. El lector puede verificar fácilmente que los valores 
para estos exponentes consignados en la tabla 14.1 son correctos, con 
excepción de los correspondientes al modelo de Ising en dos dimen- 
siones, por lo cual este modelo no es adecuado para describir a un siste- 
ma ferromagnético en la vecindad de su punto crítico. Es importante 
señalar que existen otros exponentes críticos asociados con cantidades 
termodinámicas que no hemos considerado aquí por estar fuera de los 
alcances de esta obra. 


FUNCIONES HOMOGÉNEAS GENERALIZADAS 
HIPOTESIS DE ESCALAMIENTO 


A fin de estudiar la forma en que los resultados presentados en la 
tabla 14.1 pueden incorporarse dentro de un esquema global compa- 
tible con las leyes de la termodinámica clásica, que a la vez puede dar 
una descripción general de los incisos 1 — IV señalados anteriormente, 
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realizaremos un breve repaso de varios conceptos de la teoría de fun- 
ciones. 


DEFINICIÓN. Una función f (r) es homogénea en una región R si para 
cualquier A>0, f (Ar) = g (Y f (r), donde g (A) es una función no especifi- 
cada de A. 

Obsérvese que esta definición implica que para una determinada f (r) 


podemos conocer la función en cualquier punto r si se conocen la fun- 
No 


f (ro) 
que f es una función continua en R, entonces g (Y = », donde p es una 
constante llamada el grado de homogeneidad de la función. En efecto, 
por definición 


ción en un punto cualquiera ry y g (A) = . Si además suponemos 


s[owr] = 90 IWS =9007 
para A y y arbitrarias. Entonces, g satisface la ecuación funcional 
9W9(w) = gy) 
Al derivar respecto a y 
gg) =Ag()  x=hku 


Sip = l yg'(un = 1) = p = const. 


gNp=WMW 
cuya solución es 
g(N = Wc 
donde c es una constante. Como g'(A = 1) = p = cpw!,c= 1yg(N = 


MW. Para dos o más variables, f (Ax, Ay) = f(x, y), etc. Para las fun- 
ciones termodinámicas habituales, sabemos que p = 1. 


DEFINICIÓN. Una función f (x, y) es homogénea generalizada si para dos 
números reales arbitrarios a y b se cumple que 


FOX yA) = MN (x, y) (14.39) 


Esta definición es unívoca porque sus formas alternativas son equiva- 
lentes. En efecto 
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FOX Mm) = f(x y) 


pero si A =X1/? 
FIAJx, Oy] = MF (o y) 
y lo mismo sucede para 
FOx Ny) = Mf (x, y) 


f(x, My) = Mf(x, y) 


La teoría moderna de los fenómenos críticos está respresentada por 
la hipótesis de escalamiento, la cual requiere que cualquier poten- 
cial termodinámico se comporte como una función homogénea genera- 
lizada en la vecindad de un punto crítico. Así, para la función de Gibbs 
de un sistema magnético 


G (dee MU) =2G le, 1) (14.40) 


para a. y A, arbitrarios. Esta hipótesis, formulada hace aproximada- 
mente 20 años por Widom, Domb y otros investigadores, es de natura- 
leza experimental y tiene tres consecuencias de enorme importancia: 


a) Todos los exponentes críticos pueden expresarse en términos de 
A. Y Uy 

b) Las desigualdades entre los exponentes críticos se convierten en 
igualdades, y además a = 0, y = y. 

c) Las ecuaciones de estado en la vecindad de T = T. no son fun- 
ciones analíticas en T. 


Demostremos el siguiente teorema: 


TEOREMA. Si f (x, y) es una función homogénea generalizada, también 
lo es su transformada de Legendre g (u, y), donde 


g[u (x, y), y] = f(x, y)—xu (x, y) 


u (x, y) 0) 
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JWx, My) = Mx, y) = gu Dex, My), wy] +»Mxu (Ax, My) 


u Wx, My) = Af (Wx, Ny) =M 





E) a ES (x, y) = Abu (x, y) 


Al sustituir este resultado en la última igualdad del primer renglón, 
obtenemos 


al Mau (x, y), Ny] = Af (x, y)—Mxu (x, y) q.ed 


A partir de este resultado se deduce la naturaleza física de la hipótesis 
de escalamiento. Si Ges una función homogénea generalizada, como G 
=F+pV 


F (Mee, 20 4) =2 F le, M) 


donde a. = 1—a.,, y así sucesivamente para cualquier potencial termo- 
dinámico. 

Ahora vamos a obtener la relación entre los exponentes críticos y los 
coeficientes A. y A para un sistema magnético, utilizando la ecuación 
(14.40). Si LEA esta ecuación con respecto a +X'y recordamos 


que M“ = — se). > obtenemos 
T 
de e, 12 
ape ELE = ¡AA M (AR E, VOX) = MM LE, HC) (14.41) 


(94xx) 


Cuando T<T. y += O de manera que los exponentes £ y d están defi- 
nidos por las ecuaciones (14.7) y (14.11) con e<0O, tenemos 


M le, 0) =10%2 MM (ME, 0) 
para a, arbitrario. Si escogemos A = [ ] Ye" obtenemos 
M le, O) = (-e) 10001 M(—1, O) 


que comparada con la ecuación (14.7) da 


1—Ax 


á (14.42) 


B= 


250 


BM, = M(—1, 0) 


que es una constante de momento irrelevante. 
Por otra parte, si en la ecuación (14.41) e = O, obtenemos 


MIO, HC) = 10% MO, 10 KC) 
para h arbitraria. Si A = (4) “* el resultado anterior se reduce a 


MO, A) = Hire MO, 1) 


que comparado con la ecuación (14.11) la amplitud D = 4“(0, 1), pero 


¿= 3—0x (14.43) 
As 
Al combinar las ecuaciones (14.42) y (14.43), obtenemos 
A z (14.44) 


Sera ia E 


esto es, basta conocer $ y ó para determinar a.» y Q.. 
Si derivamos la ecuación (14.41) por segunda vez respecto a M4 y 


%G 
recordamos que xr = (ar) e obtenemos 
M2 (Ae e, IAE) = AX (E, XL) (14.45) 


Si partimos de += O y A (—e)"-« para tener T<T. la ecuación (14.45) 
se reduce a 


Xr le, O) = (—e)J e D/ae  xr(—1,0) 


que al compararla con la ecuación (14.9) para T<T. permite expresar 
C' en términos de la constante xr (—1, 0) y además 
,_ 2041 


Y O is 1) (14.46) 


que es la segunda igualdad obtenida al sustituir a, y a. por sus valores 
dados en la ecuación (14.44). Esta es la igualdad (antes desigualdad) 
de Widom. Si repetimos el análisis con base en A = e“ (e >0), obtene- 
mos 
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2a,—1 
a —— == 


esto es, y = y”, como habíamos afirmado con anterioridad. Nótese que 
aquí C- xr (1, 0) que no es igual al 2C”. 
De acuerdo con 


C 9%G 9S 
2 Ce _ a 
ds ( de? ). re de ). 


al derivar dos veces la ecuación (14.40) con respecto a e y multiplicar 
ambos miembros por T.? T1, obtenemos 











2 Co (Ade, HC) = 2 Carl e HC) (14.47) 
Si ahora tomamos %'= O y T<T., e<0 
220:C y (Ale €, O) = A Ca le, 0) 


y elegimos A = (—e)** se reduce a 


2a.—1 


Cale, 0) = (—e) a 





Cx(—1, 0) 


que comparada con la ecuación (14.13) para T<T. conduce a que 


e 2 
== = 2—£ (1—ó) 





donde hemos empleado la ecuación (14.44) para a;* . Este resultado es 
la igualdad de Griffiths a ' + 6 (1 +06) = 2. Si realizamos el mismo aná- 
lisis para T>T., A = (6)''“ y a = 2—fB (1—6), es decir, a = a”. Con base 
en las igualdades de Widom y Griffiths se obtiene la igualdad de Rush- 
brooke 


a+2B+y=2 


Con estos resultados se demuestran las dos primeras consecuencias 
de la hipótesis de escalamiento. Conviene insistir en que para una sus- 
tancia pura basta con medir o calcular 2 de los exponentes críticos para 
obtener los restantes. En la práctica los exponentes más fáciles de me- 
dir son f y y. De hecho, un examen de la tabla 14.1 muestra que «a + 0 
y, por lo tanto, la singularidad del calor específico no es estrictamente 
logarítmica. 
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El análisis de la ecuación de estado en la vecindad del punto crítico 
está basado en la extensión de una propiedad de las funciones homogé- 
neas a las funciones homogéneas generalizadas. Dicha propiedad es 
que si f (x, y) es homogénea de grado p 


fFO0x M) = "f(x y) 


Si = 1l/y( o 1/x), entonces 


Es (5 1) = y f(x, y) 
y 

es decir, la función se puede expresar en términos de una función que 
sólo depende del parámetro adimensional z = x/y. Al denotar f (z, 1) = 
F (z), se obtiene 


f(x y) = y”F (2) 


es decir, f(x, y) y -*es una función “universal” del parámetro adimen- 
sional z. 

Para funciones homogéneas generalizadas existe una propiedad si- 
milar que vamos a obtener para un sistema magnético mediante la 
ecuación (14.40) que se cumple para h arbitraria. Si A = le] -1*, esta 
ecuación se transforma en 





1-ax 
Me, H)= [ea Mr 2) 
[el * Jel 
donde A = == = $8. Debido a que 12 = 6 [confróntese la ecuación 


€ € 


(14.42)] podemos definir una ““magnetización escalada” m y un campo 
magnético escalado h mediante las expresiones 





> HUA qe (14.48) 
[el [el 
Entonces 

m= “(+ 1,h) =F, (h) (14.49) 


Esta ecuación, que es uno de los resultados más importantes de la hipó- 
tesis de escalamiento, implica que si para un determinado sistema 
(magnético) realizamos las gráficas de todas las isotermas cercanas al 
punto crítico, éstas deben caer en una sola curva; resultado similar al 
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principio de estados correspondientes estudiado en el capítulo 10. La 
confirmación experimental de la ecuación (14.49) se ha observado en el 
Ni y en el CrBr,, entre otros, y las gráficas correspondientes pueden 
consultarse en la obra de Stanley y citada en la bibliografía. Vale la 
pena ejemplificar aquí los resultados obtenidos con el CrBr,. Si escribi- 
mos la ecuación (14.49) en la forma 


h=f,(m  f,=F,7 (14.50) 


y proponemos 
h =b,ym + b¿m3 + b¿m +... 
la ecuación de estado, de acuerdo con las ecuaciones (14.48), es 
H= db Mlelr+b3¿ M8 le +b¿M?P|6|17% +... (14.51) 


que no es analítica en T y se ajusta a los datos experimentales, de ma- 
nera que la universalidad en las isotermas formulada por la ecuación 
(14.50) se cumple cuando 


f = 0.368 + 0.005 
$ = 4.28 + 0.1 
y = 1.215 + 0.015 


valores de los exponentes críticos completamente consistentes con los 
consignados en la tabla 14.1. Resultados similares se obtienen para el 
Ni, EuS y otros materiales magnéticos. 


HIPÓTESIS DE ESCALAMIENTO 
EN FLUIDOS 


En la sección anterior se discutieron la hipóteis de escalamiento y sus 
principales consecuencias con base en el comportamiento de sistemas 
magnéticos, pues, como dijimos anteriormente, para estos sistemas en 
la presentación M4— M£ las isotermas son antisimétricas con respecto ala 
isócora crítica. En los fluidos esto no ocurre en la representación p—V o 
P—e y por ello el análisis de dicha hipótesis es más complicado. En 
efecto, de acuerdo con la ecuación de Gibbs-Duhem 


SdT—Vdp + Ndy = O 
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que dividido entre V proporciona 


dp = sdT + e du 


con Ss = El yo= E [dle . Si realizamos una transformación de 
Vv Vv du T 
Legendre respecto a la representación (T, e), obtenemos 
a(*) =—sdT +ude (14.52) 


donde F es la función de Helmholtz y y = x (T, 0). Precisamente en esta 
representación las isotermas del fluido real son antisimétricas y, por lo 


tanto, la función F* = > debe satisfacer los requisitos de la hipótesis 


de escalamiento. El factor p., la presión crítica, sólo se ha introducido 
por razones de dimensionalidad. Al considerar Ap* a, la 


c 


ecuación correspondiente a la ecuación (14.40) es 
F* (ba *,1%e)=2F*(A ,0 (14.53) 


y mediante un análisis idéntico al de la sección anterior se obtiene 


1 _ 6 _ 1 el 
a "A a A 


donde se ha utilizado la igualdad de Griffiths para escribir las segun- 
das igualdades. 
Si definimos las siguientes cantidades 


T.s T HQ. 
s* = ——=, T* = ——, y* = —— 
Pe T. Pe 
(14.55) 
Ap* = p* — p* (0. T* ) 


al dividir la ecuación (14.52) entre p. y sumar y restar n* (0., T) al coefi- 
ciente de de = 0.d (Ao* ), obtenemos 


dF* = —s*dT + (Ap* + p* (0. T* )d(A0* ) 


por lo tanto 


oF* 
E), nera 
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Como * (0. T* ) es una cantidad irrelevante, redefinimos F* de la 
manera siguiente 


F* = Fi (TM) + p* (00 T* ) + F*n(A0*, €) 


entonces 


9F* ing 
a) T+* =A po (14.56) 


esto es, F*,,,, es la parte de F que representa el comportamiento no 
analítico de la ecuación de estado en T-T. y F*(T) la que representa el 
comportamiento analítico lejos de T.. 

De acuerdo con la discusión de la tercera sección de este capítulo 


F* ding [—A0*, €) = F*singlA0*, €) (14.57) 


Ap* (—Ao*, T* ) = — Ap* (Ao*, T* ) 


es decir, F,;,¿ es simétrica en Ap* en tanto que Ax *, la ecuación de estado 
en esta representación, es antisimétrica con respecto a la isócora 
crítica. Estas relaciones de simetría se cumplen dentro de un intervalo 
de valores de e* y T* que depende de la naturaleza del fluido y de la 
precisión de los datos experimentales. En la actualidad es válido afir- 
mar que la región crítica dentro de la cual se satisfacen estas condi- 
ciones es de Ap* = + 0.25 y Je] = 3x 107. 


Si aplicamos la ecuación (14.53) aF*,,,, y escogemos A -| > o 





Ap* 
obtenemos 
Er en (Ao*, e) = (Ao* yn Fsing (1, X) (14.58) 
con 
€ 


donde empleamos las ecuaciones (14.54). Si ahora escogemos Fing 
(1, x) como 





Fsing = pa( E 


= ) (14.60) 
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le] 


Tao* |"... es decir, |Aox|....=>+B|e|]? obtenemos 


con Xp = 


x, = BV (14.61) 


donde empleamos la ecuación (14.6). En esta forma 





Pa (Ao*, €) = (Ao* y Da E ) 
X0o 


y por consiguiente, a partir de la ecuación (14.56), obtenemos 


Au*= Ap*|Ao* ES (14.62) 
0 


donde D es la amplitud de la isoterma crítica y h(w) una función rela- 
cionada con a(w) por la ecuación 
da 


Bh(w) = dr. 77 + 6(6 + l)a(w) (14.63) 


tal que h(O)= 1, una condición de normalización a lo largo de la isoterma 
crítica. 
Con base en la ecuación (14.62) inferimos que al realizarse las gráfi- 


cas de los valores experimentales de Ay* [Ao*|Ao* |*1]1vs. Z, todas 
0 


las isotermas para un fluido simple en la vecindad de T. deben coincidir 
en una sola curva. Esto se ha verificado para varios fluidos y en la figura 
14.7 se muestra el ejemplo del He*, de acuerdo con f£ = 0.355 y y = 
1.19. Así pues, la “universalidad” predicha por la hipótesis de escala- 
miento también se cumple para los fluidos. 

El problema central en el estudio de las propiedades de los fluidos en la 
región crítica consiste en determinar las funciones de escalamiento a(w) 
o h(w). Debido a que en la actualidad no hay una teoría microscópica 
capaz de predecir dichas funciones, se ha recurrido a la formulación de 
expresiones empíricas aproximadas sujetas a una serie de condiciones 
asociadas a la estabilidad termodinámica del fluido, y a condiciones de 
analiticidad fuera de la región crítica. Este trabajo, aún en proceso, es 
muy técnico para ser discutido aquí, no obstante enunciaremos una 
conclusión muy importante obtenida en los últimos años que se conoce 
como la hipótesis de universalidad: Los exponentes críticos y la 


función mE) que aparecen en la ecuación (14.62) deben ser los 
0 


mismos para un conjunto de fluidos; por consiguiente, si se realiza la 
gráfica (14.7) para diferentes fluidos, todas las curvas deben coincidir 
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5.0 


4.0 
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2.0 


log h(x) 


1.0 


0.0 


peococc—S——————T 
—1. O. 1 2 3. 4. 


log ((x + Xp) / Xp) 


Figura 14.7. Curva ajustada a las isotermas del helio para 5.11 < T, 
< 5.317 Kcon ¿ = 4.45, $ = 0.359 y T, = 5.1884 K. 


con una selección apropiada de los factores de escala ajustables, D y xp. 
Como se muestra en la figura 14.8, en la región crítica definida por 5 x 
10* < le <3 x 107? y |A0*| < 0.25 esta hipótesis se ha confirmado 
para ocho fluidos con valores de los exponentes críticos dados por 


a = 0.10 + 0.04 f = 0.335 + 0.007 


ll 


(14.64) 


y = 1.19 + 0.03 6 = 4.35 + 0.10 


Estos resultados aunque no son definitivos parecen confirmar que 
toda una clase de fluidos pertenecen a lo que se llama una clase de 
universalidad 


PROBLEMAS ABIERTOS. PERSPECTIVAS 


Las discusiones presentadas en las secciones anteriores muestran 
con toda claridad que no se ha comprendido por completo el problema 
general del comportamiento de sistemas en la vecindad de puntos críti- 
cos, no obstante en la actualidad se investiga activamente al respecto. 
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log ( (A(x)/A(0) lexper 





—1 0 1 2 3 4 5 6 
log t (Xx + Xo) /Xo0] 
Figura 14.8 


Como es obvio que no podemos presentar resultados conclusivos, nos 
limitaremos a señalar algunos de los puntos más relevantes y de mayor 
actualidad en el tema. 

La experimentación realizada en los últimos años confirma que hay 
fluidos que no están en concordancia con la hipótesis de universalidad. 
Por ejemplo, mediciones hechas de tres maneras independientes para la 
curva de coexistencia del SF¿ muestran que en la región 2 x 10” < |el 
< 5 x 107, f£ = 0.34 + 0.001, valor muy inferior a 0.355. Curiosamente, 
para mezclas binarias 6 = 0.34 es la regla y no la excepción. Para el 
He? mediante mediciones muy precisas de datos pVT se han obtenido 
por dispersión de luz los valores y = 1.14 y y = 1.22. Estas discrepan- 
cias han producido que varios autores introduzcan correcciones a la 
hipótesis de escalamiento cuando se tienen medidas en un intervalo 
donde la validez asintótica de la leyes de escalamiento no es correcta. 
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Hasta ahora los resultados son promisorios, y en el SF; parecen corregir 
las diferencias señaladas. 

El problema más relevante que ha surgido consiste en que el índice f£ 
disminuye cuando |e| — O. En experimentos muy precisos de los perfi- 
les de gradiente en la densidad del Xe, CO y SF, así como en el intervalo 
de —1.5 x 107 < Je] < 5 x 1075, se observó que f = 0.324 y y = 1.25, 
valores que coinciden con los obtenidos por métodos numéricos para eva- 
luar las funciones termodinámicas de un modelo para un ferromagneto 
(el modelo de Ising) en tres dimensiones. Así pues, los fluidos parecen 
comportarse como estos materiales por lo menos en la región |e| < 
107%; en otras palabras, fluidos y ferromagnetos pertenecen a la misma 
clase de universalidad. Estos resultados se han corroborado usando el 
algoritmo conocido como grupo de renormalización (GR), introdu- 
cido por K. G. Wilson en 1971. Al aplicar el GR a modelos de latiz para 
ferromagnetos se obtienen resultados para f y y muy parecidos a los 
anteriores (véase la tabla 14.1). Sin embargo, debido a que aún no se ha 
podido aplicar este método a un fluido real, no se sabe si los correspon- 
dientes valores de $ y y coinciden o no con los del ferromagneto. Éste es 
un gran reto en el problema de los fenómenos críticos. 

Por otra parte, todavía subsiste el problema planteado en la ecuación 
(14.56) respecto a cómo engranar el comportamiento no analítico de la 
ecuación de estado en la región crítica con su comportamiento analítico 
fuera de dicha región. Este “engranaje” de ambas porciones de la 
ecuación de estado se ha analizado mediante argumentos fenomenoló- 
gicos basados en datos experimentales, pues no existen modelos teóricos, 
ni siquiera las técnicas del grupo de renormalización, que aclaren el 
problema. Éste será un tema de mucha actividad en los próximos años. 
Sin embargo, para propósitos prácticos la fenomenología presentada en 
la sección anterior es muy adecuada, a tal grado que recientemente se 
han calculado tablas muy extensas de propiedades termodinámicas del 
vapor de agua y otros gases en la región crítica. En el caso más compli- 
cado de fenómenos críticos en mezclas binarias y multicomponentes, el 
número de puntos críticos aumenta y el estudio es más elaborado. El 
lector podrá encontrar en la bibliografía listada al final de este capítulo 
algunas referencias relacionadas con este tema. 
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La transición superfluida, observada en los líquidos de Het y He?, es 
uno de los pocos fenómenos en que se manifiestan los efectos cuánticos 
inherentes a la dinámica atómica o molecular de un sistema, en una 
escala macroscópica. Estos líquidos además de tener propiedades ordi- 
narias como fluidos en el punto crítico habitual, presentan otras transi- 
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ciones de fase un tanto espectaculares. A continuación consideremos 
en detalle el Het* (isótopo de masa 4 del helio) cuyo diagrama de fases 
está representado en la figura 14.9. 

La curva de presión de vapor de presión P.AC empieza en el punto 
crítico P. (T = 5.2%K, P. = 2.26 atm.) y concluye hasta la temperatura 
más baja a la cual la presión de vapor se ha medido, sin indicio de la 
existencia de un punto triple. Entonces, el líquido no puede solidificarse 
simplemente enfriándolo a una presión igual a su presión de vapor. 
El líquido se solidifica sólo bajo la acción de presiones relativamente 
altas. La curva de fusión EBD posee la característica de que cerca de 
1%K tiende de manera asintótica a la presión de 25 atm, que es pro- 
bablemente la presión de fusión a OK, ya que, como acabamos de 
mencionar, no hay posibilidad de que las curvas de fusión y evapora- 
ción se unan en un punto triple. 

Los resultados experimentales contenidos en este diagrama permi- 
ten establecer algunas relaciones termodinámicas en la vecindad del 
cero absoluto. Puesto que p—0 a lo largo de la curva de evaporación y 
v,>00, el gas puede considerarse como un gas ideal. Entonces, la 
energía interna en el cero absoluto puede deducirse del siguiente argu- 
mento: 

El calor latente de condensación está dado por 


La e T(s,—S)) 
= 4¿—uU, + p(v¿—u). (14.65) 


P(atm) 






Sólido 


Curva A 


Helio | 
(líquido) 


Helio 11 
(líquido) 


T(K) 


Figura 14.9 
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Cuando T> OK 


lim Ts, =l, = —Uso (14.56) 


T=Q9K 


ya que u,, pu,, p y pu, tienden a cero en este límite. Entonces, la energía 
interna del líquido a OK es negativa y en magnitud igual al calor la- 
tente. 

Para deducir el valor de l,, vamos a obtener la ecuación de la curva de 
evaporación a bajas temperaturas. Para la fase gaseosa 


Uy =W4RT 
s,= 3 RInT-R ln p+s,o (14.67) 
Pug = RT. 


Para la fase líquida 


E 
u = —lo +| CdadT 
0 


E E 
= Z=dT 14.68 
S; f' T ( ) 


donde (l,. y = ly. Puesto que a lo largo de la curva de evaporación g,(p, T) 
= gAp,T), tenemos 





5 5 _ ” E 

5 RT—-2RTInT+RTInp—s,+.T7 = —Ly+ CdT—TY —dT+pu.. 
2 2 0 o T 

Cerca del cero absoluto E = > <1ly C, tiende a cero; entonces, se 


pueden despreciar los términos correspondientes en esta ecuación, a 
fin de obtener el resultado siguiente 





= 5 lo Se.0 5 
Inp = 2 In T — RT + (2-3) (14.69) 

Experimentalmente, los resultados obtenidos para esta curva se pue- 
den expresar mediante la ecuación (14.69) para T<1.6%K con —l¿= 
— 14.3 cal/mol, que es, por tanto, la energía interna del líquido ap = O 
atm, T = OK (¡en valor absoluto!). 

De las ecuaciones (14.67) y (14.69), obtenemos 

5 


- Lo 
S$=q + 3R 
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entonces 


lim Ts, = lo (14.70) 


T>0 


en concordancia con la ecuación (14.66). 
Si aumentamos la presión sobre el líquido a OK, con base en la 
segunda ley obtenemos 


Tds, = O = du, + pdv, 


por tanto 


u(p)—uí(0) = | pdv,. (14.71) 
0 


Debido a que se conoce la ecuación de estado para el líquido, esta 
integral puede calcularse fácilmente. Entonces 


u(25)—u(0) = 1.1 cal/mol 


por tanto 
u(25) = — 13.2 cal/mol 


es la energía interna del líquido a la presión de fusión en el cero abso- 
luto. 

La pendiente de la curva de fusión está dada por la ecuación de 
Clausius-Clapeyron, a saber 


Experimentalmente, 2-0 cuando T >0“K, por tanto 


lim (s:—ss)=>0, esto es (S)p = (Ss)o. 
T>0 


lo cual confirma la tercera ley de la termodinámica. Desde un punto de 
vista molecular, este resultado crea el problema, hasta la fecha no 
resuelto, de entender cómo el helio líquido II puede alcanzar un orden 
perfecto y todavía permanecer en su fase líquida. 
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La condición de coexistencia en la fase heterogénea sólido-líquido, 
establece que 


T(s.—Ss) = U/—Us + p(v,;—Us) 
y a0”K 
(uJy—(Us)o = — P(U9—Us.0)- (14.72) 


Experimentalmente, se ha establecido que la diferencia v,—vu, tiende 
a un valor igual a 2.07 cm*/mol cuando T disminuye. Por tanto, la den- 
sidad del sólido es mayor que la del líquido a 0“K. Entonces 


(u)y—(us)h = — 25 x 1.013 x 10% x 2.07 x 2.389 x 10 cal/mol 
= — 1.25 cal/mol 


y de esta manera 


(us) = —11.95 cal/mol 


es la energía interna del sólido sobre la curva de fusión a O”K. Enton- 
ces, |u,| > |us| a la presión de fusión y O*K, lo cual explica por qué la fase 
líquida es más estable que la fase sólida a bajas presiones. El sólido se 
forma sólo a presiones altas cuando su menor volumen produce una 
disminución en el término pu de g=u—Ts+puv para sobreponerse al 
aumento en u (véase C.A. Swenson, Phys. Rev. 79, 626, 1950). 

Sin embargo, el punto de mayor interés es la línea AB que separa dos 
diferentes formas de la fase líquida. La fase a mayor temperatura, He I, 
no posee ninguna propiedad fuera de lo común, pero a medida que la 
temperatura disminuye, ocurre una transición brusca a una nueva for- 
ma de helio líquido llamado He II, que debido a sus características 
sobresalientes; como ser un excelente conductor del calor y poseer una 
viscosidad casi nula, ha recibido el nombre de superfluido. En parti- 
cular nos interesa examinar aquí su comportamiento termodinámico. 

A la temperatura T = 2.18K, que es la temperatura de transición del 
He I al He Il, el calor específico a la presión del vapor saturado, presenta 
una discontinuidad como la representada en la figura 14.10 y que debido 
a su forma se le llama anomalía o transición en el punto 1. Este 
calor C, es casi C,, siendo la diferencia inferior del 1% a temperaturas 
inferiores a 2.5K. Aunque no se conoce exactamente la magnitud del 
pico de esta curva, existe suficiente evidencia para suponer que 





lím Cs=>00. 
T> T 
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(*K) 
0 1 2 3 4 


Figura 14.10 


Si Cs (o C,) tiende a oo en el punto A, puede hacerlo sólo como (T— TY”, 
donde n<l1, puesto que el cambio en la energía asociado con la transi- 
ción, a saber 


AU = fear 


debe permanecer finito. También, el calor latente asociado con la tran- 
sición es igual a cero. 
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En 1911, tres años después de haber logrado licuar el helio, K. Onnes 
descubrió un efecto que en 1913 enunció como sigue: '*Me inclinaba a 
creer en la idea expresada por Dewar, a saber, que la resistencia eléctrica 
tiende a desaparecer cuando la temperatura tiende al cero absoluto, 
cuando a la temperatura del helio liquido encontré resultados extraños. 
La resistencia del Pt muy puro tiende a un valor constante en vez de 
pasar por un mínimo o de tender hacia cero.” Este resultado, como se vio 
después, se debe a la presencia de impurezas en los metales. Repitiendo 
las mismas experiencias con el mercurio, único metal cuyo estado de 
pureza puede llevarse al máximo, el resultado fue más convincente 
de lo esperado. Se encontró, sin lugar a dudas, que el Hg pasa a un nuevo 
estado en el cual su resistencia eléctrica es prácticamente nula, al cual 
por sus propiedades se le llama estado superconductor. En la actuali- 
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dad, 23 metales y aproximadamente mil compuestos presentan el fenó- 
meno de superconductividad. Para los metales, las temperaturas de 
transición varían desde 0.35%K para el hafnio hasta 8“K para el niobio. 
Algunas aleaciones tienen una temperatura mayor que ésta, alcanzán- 
dose hasta 18”K. Por desgracia no nos corresponde aquí hacer un estudio 
exhaustivo de la superconductividad; sólo nos limitaremos a discutir la 
transición de fase asociada, la cual involucra tres variables indepen- 
dientes: p, T y %X. 

La transición entre las fases normal y superconductora de un metal 
está asociada a su comportamiento magnético a bajas temperaturas. 
Originalmente esta transición se interpretó bajo la hipótesis de que en 
la ley de Ohm J = dE, donde J es la densidad de corriente, o la conduc- 


tividad y E el campo eléctrico, debido a que des infinito, E tg es cero 

oB 
q 
concluye que B, el vector de inducción magnética, debe ser constante 
en el tiempo. En estas condiciones, si enfriamos un metal a su estado 
supercoductor, el flujo magnético presente en el estado incial se “*con- 
gela” dentro del metal. En otras palabras, el estado termodinámico de 
un superconductor depende de su historia y la transición no es rever- 
sible. Lo anterior está ilustrado en los dos casos de la figura 14.11; en el 
primero se considera una muestra cilíndrica de un metal que en el estado 
inicial tiene B=0 y después de enfriarse por debajo de su temperatura 
T. está en presencia de un campo magnético. Las líneas de fuerza 
serían expelidas del interior del metal. Sin embargo, si antes de enfriar 
el metal se coloca en presencia de un campo magnético, ocurriría lo 
mostrado en el segundo caso. El estado final depende del proceso de 
magnetización. 

Aunque este tipo de estados se producen en vidrios y líquidos super- 
enfriados, es dificil concebirlos en un superconductor metálico en el 
cual los electrones tienen una gran movilidad, a diferencia de las molé- 
culas en los otros sistemas, cuya movilidad es muy restringida por la 
alta viscosidad y, por lo tanto, no hay ningún mecanismo viable para 
explicar estos fenómenos. En 1933 Meissner y Ochsenfeld resolvieron 
esta situación controvertida y paradójica al demostrar que cuando se 
enfría un monocristal de estaño magnetizado el campo magnético es 
expelido de su interior, de manera que el estado final en el caso Il es pre- 
cisamente el mismo que en el caso I. Con este efecto conocido por el 
nombre de sus descubridores se comprobó primero, que en el interior 
de un superconductor B=0 y que B no es constante en t, y segundo, 
que la transición superconductora es reversible, en el sentido de la ter- 
modinámica clásica. Con base en lo anterior no es válido suponer que 
d=>0 ni que la permeabilidad magnética y tiende a cero, como se pensó 


O 
y, por lo tanto, a partir de la ecuación de Maxwell, rot E = — e 
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T> To Caso | Te Te 
T => To Caso Il FT <To 


Figura 14.11 


alguna vez. En la práctica se ha obtenido en la mayoría de los casos 
B=0 en todo el interior del superconductor, excepto por una capa de es- 
pesor — 103Á, de manera que el estado tampoco es el de un material 
diamagnético perfecto [confróntese la ecuación (12.1), es decir B=0 si 
x=-—1]. De acuerdo con este hecho y la dependencia del estado del 
superconductor con la forma de la muestra, es posible distinguir entre 
estados superconductores puros (x = —1) y estados intermedios. Aquí 
nos referiremos solamente a los primeros. 

Si por conveniencia usamos el campo magnético Hen lugar de B, la 
curva de coexistencia entre las fases normal y superconductora está dada 
por la curva de la figura 14.12 (compárese con la figura 14.3) que 
implica una transición termodinámica reversible. El campo X es el 
campo magnético crítico debajo del cual el metal expele las líneas de 
fuerza y se convierte en un superconductor. Como experimentalmente 
se sabe que esta curva es insensible a variaciones grandes en la presión 
(para el Sn, T. varía de 3.73%K a 3.63K cuando Ap — 1 700 atm), pode- 
mos no considerar la influencia que tiene esta variable sobre la forma 
de la curva, esto es, tomaremos p igual a una constante. 

Ahora vamos a considerar las ecuaciones que describen la transición 
del metal de su fase normal a su fase superconductora. Para ello 
supondremos que la forma del metal, en este caso un cilindro largo, no 
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Normal 





Superconductor 





To 
Figura 14.12 


tiene influencia en el efecto. La función de Gibbs, por unidad de masa, 
para el sistema está dada por 


g = u—Ts + pu—y Kms (14.73) 





A ; m 2 
donde m, es la magnetización por unidad de masa E . De la ecuación 


(11.6) obtenemos 
Ms = —vX. (14.74) 

La ecuación (14.74) es válida para la fase superconductora, pero para 
la normal ms = O. Entonces, si consideramos una variación en g que no 
perturbe el estado de equilibrio entre las dos fases, tenemos que 

dgs = dg, 
¡dus—Tds.—ssdT+ pdvs—o H dm.—o madWé= dun — Tds/—SdT+ pd». 
Pero 
dus = Tds,—pdous + uy Hdms 


du, = Tds,—pdbv,.. 
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Por tanto 


SAT + yy mA = s, dT 


dí _ S,—Ss 
“ar” ma 





(14.75) 


que es la ecuación análoga a la de Clapeyron para la pendiente de la 
curva de transición. Al sustituir la ecuación (14.74) en la ecuación 
(14.75), obtenemos 


dk. 
dT 





S—Ss = — MUsK. (14.76) 


Debido a ques,—sses igual a l,,T”*, donde l,, es el calor de transición, por 
consiguiente, la ecuación (14.76) nos permite calcular su valor, a saber 


L, = —pgUsT e 4% (14.77) 


ecuación que concuerda muy bien con el experimento. 
Cuando T=>0K, d%JdT—=0, como puede apreciarse en la figura 
14.12, lo cual está de acuerdo con la tercera ley de la termodinámica, 


pues lím (s,—Ss) debe tender a cero. Esto implica que la transición a 
T>0 


OK ocurre en ausencia de un calor latente y, por tanto, no es una tran- 
sición de primer orden. Lo mismo ocurre para la transición a campo cero, 
donde s,—Ss = O, porque %, = O. A esta temperatura, llamada la 
temperatura crítica T., existe una transición de segundo orden. Sin 
embargo, la discontinuidad en C, es finita, no como en la anomalía del 
punto A discutido en el ejemplo anterior. La magnitud de esta disconti- 
nuidad se obtiene fácilmente de la ecuación (14.76) 








por tanto 





9? 
77 a] (14.78) 


que se reduce, cuando %, >0, a la ecuación 


drá? 
Con—Cps = — sor E) an (14.79) 
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que es la llamada ecuación de Rutgers. Esta ecuación indica que si un 
metal se calienta o se enfría en ausencia de un campo magnético, habrá 
una discontinuidad en su calor específico al pasar por la temperatura 
crítica. Véase también que C,.<C,. a campo cero; pero esta desigualdad 
debe invertirse a temperaturas más bajas cuando la superconductivi- 
dad desaparezca por la presencia de un campo magnético, lo cual 
corresponde a que s,—ss pasa por un máximo. 

La discontinuidad en el calor específico de un superconductor fue 
observada por primera vez por Keesom y Kok en 1932, en el Sn. Esta 
transición es muy brusca como se muestra en la figura 14.13. En efecto, 
esta transición en ausencia de campo magnético es el mejor ejemplo de 
una transición “ideal” de segundo orden. También es importante señalar 
que el valor de AC para el Sn y otros metales obtenidos en esta forma, 
concuerdan con la ecuación de Rutgers, confirmando así la hipótesis 
acerca de la reversibilidad termodinámica de la transición. 

Experimentalmente, también se ha logrado determinar, con bastante 
precisión, la dependencia del calor específico con la temperatura. En un 
metal a bajas temperaturas, el calor específico contiene dos términos, 
uno proveniente de la red o malla cristalina, y otro, de los electrones 
libres del metal. Para un metal en su fase normal, se ha encontrado que 
una ley del tipo C, = aT + bT? concuerda con el experimento, donde a 
y b son dos constantes características de cada metal. Por otra parte, en 
la fase superconductiva Cs = BT?, donde B = const., parece ser, dentro 
de una aproximación razonable, la forma correcta para el calor específico. 


Sn 


Cp x 10% cal/*K 


3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 


Figura 14.13 
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Es importante hacer notar que si estas variaciones de C con T son 
correctas, se pueden obtener consecuencias termodinámicas de gran 
interés. En efecto, de la ecuación (14.78) vemos que 











<= 3 - 2 
— (540?) = [aT + (b—B)'] OT = re [a + (b—B)T?]. 
Ñ A ' dX. 
Al integrar esta ecuación, y considerar que para T = “ar” O, 
obtenemos 
2 
+7 or AT + (b—B)T?) (14.80) 
y por la ecuación (14.76) 
e + AN 
AG AM 
Para T = T., s,—ss = O, porque l,, = O y por tanto 
(b—B)T?= —a. (14.81) 
Al sustituir la ecuación (14.81) en la ecuación (14.80), obtenemos 
d s 2a [T* 
nd H ?= e ES S 1) (14.82) 


Al integrar una vez más 


e Z Em) 4%? 
0Ys 





donde %, es el campo crítico a T = OK. De nuevo, para T = T., %. = 0, 


y por tanto 
- HA (14.83) 


lo cual nos da el valor de la constante de a una función de cantidades co- 
nocidas (recordemos que a es el coeficiente de T en C,). Al utilizar este 
resultado se obtiene 


Tr 
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que se simplifica para obtener 


A=A, [1 47 )] (14.84) 


Entonces, de la hipótesis sobre C, y Cs, concluimos que 


a) La forma de la curva de transición es parabólica, lo que está de 
acuerdo con el experimento. 

b) El coeficiente a del término lineal en T de C, puede deducirse a 
partir de datos superconductivos. Los datos experimentales con- 
cuerdan con la teoría para temperaturas suficientemente bajas. 


Por otra parte, aunque la ecuaciones (14.79) y (14.84) se pueden de- 
ducir a partir de C, y C, por integraciones sucesivas, el procedimiento 
inverso no es posible, pues solamente se ha integrado la diferencia 
C,—Cs. Entonces si derivamos la ecuación (14.84) sólo obtendremos 
dicha diferencia. En efecto, es posible demostrar que 


2 
E Zo [s E) ss 1] (14.85) 


de donde a puede calcularse sólo si suponemos que CsaT? y que el tér- 
mino lineal se obtiene a partir de C,,.. 

Es importante señalar que la transición superconductiva no pertene- 
ce a las clases de universalidad discutidas en las secciones anteriores. 
De hecho, el lector sagaz ya habrá percibido que es una transición 
estrictamente clásica, pues a = 0, f = Ya,ó6 = 3 y y = 1. La razón funda- 
mental de este comportamiento constituye uno de los temas de mayor 
importancia en la teoría moderna de las transiciones de fase, y no se 
analizará en el presente texto por rebasar los objetivos del mismo. 


PROBLEMAS 


14.1. Usar la ecuación de Curie-Langevin para calcular las amplitudes B, C y 
D, así como la magnitud de AC ,, de acuerdo con la teoría de Ginzbur- 
Landau. Comparar con los resultados obtenidos en el PTC. 

14.2. Para la ecuación de van der Waals, en la representación y—oe las isoter- 
mas son antisimétricas. Escribir esta ecuación en dicha representación 
y Obtener los valores de las amplitudes, al igual que en el problema 
anterior. 

14.3. Mostrar que la función de Gibbs G (p, T) es cóncava en p yT. ¿Cuál es 
el análogo magnético de este resultado, tanto para G como para F? 

14.4. Obtener los resultados de la ecuación (14.54). 

14.5. Dar los pasos necesarios para obtener la ecuación (14.56). 
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14.6. Obtener la ecuación (14.63). Consúltese R. Griffiths, Phys. Rev., 158, 


pág. 176, 1967. 


14.7. Como la presión de vapor tiende a cero cuando T=>0“K, ¿puede aplicarse 


la tercera ley de la termodinámica a s,? 


14.8. Usense la figura 14.12 y la ecuación (14.76) para mostrar que s, >Ss. 


¿Qué significado fisico tiene este resultado? 


14.9. Demostrar la ecuación (14.85). 


14.10. Mostrar explícitamente que para un gas de Van der Waals AC, = 9/2 %. 


Véanse las ecuaciones (14.14) y (14.15). 


14.11 Obtener la desigualdad de Rushbrooke mediante la ecuación (14.36). 
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Estabilidad de sistemas 
termodinámicos 


Como mencionamos en el capítulo sobre potenciales termodinámi- 
cos, la ecuación 


Ap= AU— [ras — (AWo)re. > O 
y su forma diferencial 
óp = SU— TóS + (DW)... = O 


aunque son versiones diferentes del mismo proceso termodinámico 
tienen significado distinto en cuanto a que la primera contiene mayor 
información que la segunda. Si un estado de equilibrio tiene €,+ €, 
restricciones y se elimina €,, el sistema sufre un cambio espontáneo de 
estado con €; restricciones, si éstas son retenidas. Si ahora reponemos 
la restricción eliminada, €,, para este proceso 


Ap>0 (15.1) 


de manera que las funciones termodinámicas que imitan a e a lo largo 
de trayectorias especificadas satisfacen esta desigualdad y, por lo tan- 
to, tienen un mínimo en el estado inicial €,. Esto es, frente al conjunto 
de restricciones €, existe un estado de equilibrio estable. 

La segunda de las ecuaciones mencionadas es más general, ya que 
establece que para un proceso virtual que mantenga las restricciones 
iniciales €, las funciones termodinámicas que imitan a ptienen valores 
extremales, pero no especifica si el equilibrio es estable o no. En este 
sentido puede considerarse como un aspecto generalizado (o global) 
del equilibrio. 

Es conveniente subrayar que no hay estados de equilibrio absolutos. 
Un estado de equilibrio es estable para un conjunto de restricciones €, 
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las cuales están incluidas en el término (DW.),.., es decir, en la trayecto- 
ria elegida en el espacio de estados termodinámicos a lo largo de la cual 
se lleva a cabo la variación virtual ó. 

Al escoger la función de estado que de acuerdo con dicha trayectoria 
imite la función e, estas restricciones quedan, en forma natural, invo- 
lucradas en dicha función de estado. 

Para estudiar la estabilidad de un sistema termodinámico frente a 
una trayectoria elegida, esto es, con respecto a un proceso dado, la 
ecuación (15.1) puede escribirse como óp > O, si se entiende que el 
mínimo requerido no se refiere a p, sino a la función de estado que va a 
imitar el comportamiento de y sobre la trayectoria elegida. Por ejemplo, 
consideremos un fluido inicialmente en equilibrio para valores prescri- 
tos de T y V que se emplea en un proceso virtual a lo largo de la trayec- 
toria T= const., V= const. En este caso, sabemos que (0F),, > O, esto 
es, F tiene un mínimo en estado inicial. Sin embargo, contrario a lo que 
se podría suponer ingenuamente por analogía con la ecuación (15.1), la 
desigualdad 


oF + póV + SóT >0 (15.2) 
no es correcta. Esta ecuación es resultado de escribir 
dp = ¿U— TóS + póV > 0 
y combinarla con 
óF = SU— TóS — SóT 


Sin embargo, en este proceso al calcular F no hemos considerado el 
término óT0S, que por ser de segundo orden contribuye necesariamen- 
te a la especificación del mínimo de F. Entonces, la ecuación (6p), y > O 
se transforma en 


óF + póV + SóT + 0T0S > O (15.3) 


donde F y S son funciones de T y V. 


Como 
_(oF 9F 1 02F " 
ÓF = (25) sv + ms a] V +5 l a + 
l) 
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y mediante las relaciones 


IS 9S 
2 (PEN Ss. _(2Y _%F___ [08 
de 1 Md aT ), aTov — vv), 


después de eliminar todos los términos iguales entre sí, la ecuación 
(15.3) se reduce a 

















2 [| a ) em + ( a ), v]>o (15.5) 
que es válida si y sólo si 

| a 4. s E ==>0 (15.6) 

e), o 


donde se emplearon las ecuaciones (15.4b), la definición de x,, la 
compresibilidad isotérmica y C.. 

Las ecuaciones (15.6) y (15.7) deben satisfacerse para que un sistema 
inicialmente restringido a una temperatura T y un volumen V constan- 
tes se encuentre en un estado de equilibrio estable. La primera 
ecuación tiene un significado obvio 


pues sólo indica que si a un sistema en estado de equilibrio estable se le 
cede calor, su temperatura necesariamente aumenta. De manera simi- 
lar puede probarse que C, > O. Como 


5 op IVY _ TfP?V 
C,—Cy= + T EM E a 


y xr > 0,C,—C, > 0,C, > C,, es decir, y = C, /C, > 1. Esta relación se 
interpreta como un resultado empírico o microscópico y, por lo tanto, 
de carácter extratermodinámico. Nótese que es una consecuencia de la 
estabilidad térmica de un sistema en equilibrio. 

El resultado de la desigualdad (15.7) se conoce como la condición de 
estabilidad mecánica: A temperatura constante un incremento en la 
presión necesariamente produce una disminución en el volumen, y vi- 
ceversa. Una situación familiar a la que se aplica esta desigualdad es el 
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caso de un gas de Van der Waals. Como ya sabemos, debajo de T = T. 
—la temperatura crítica— la ecuación de Van der Waals tiene tres raíces 
reales y diferentes para el volumen como función de la presión, y las 
isotermas tienen la forma de una S horizontal (véase la figura 15.1). 
Cuando V está en el intervalo 


y el sistema está en un estado mecánicamente inestable, es decir, la 
porción de la curva AC es físicamente inaccesible. Así pues, si a esta 
sustancia hipotética la lleváramos hasta el punto C por la fase gaseosa o 
al punto A por la fase líquida, un incremento del volumen provocaría 
una separación en dos fases, cuyos estados están representados por la 
línea horizontal DE, que representa el “estado estable” del sistema, si 
las áreas DBAD y BCEB son iguales (regla de las áreas de Maxwell). Nó- 
tese que en este caso, aun para las restricciones €,, pueden ocurrir in- 
tervalos en los valores numéricos de las variables independientes que 
los describen, para los cuales existan tanto estados “inestables” como 
estables. Esto realza más la importancia de reconocer que las condiciones 





Figura 15.1 
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de estabilidad dependen de las restricciones, las variables independientes 
y, por consiguiente, las formas de trabajo asociadas con el sistema. 

Las ecuaciones (15.6) y (15.7) constituyen un caso particular del fa- 
moso principio de LeChatellier-Braun: El criterio para la estabilidad de 
un sistema termodinámico es que los procesos espontáneos, inducidos 
por una desviación del sistema de su estado inicial, caracterizado por 
un conjunto de restricciones €,, tiendan a restaurar al sistema a su es- 
tado de equilibrio, manteniendo esta €,. 

Así, Cy > O implica que si en un sistema provocamos espontánea- 
mente una diferencia de temperatura $T respecto a una €, inicial, T = 
const., ocurre un flujo de calor del sistema a la fuente, tratando de res- 
taurar la temperatura inicial. De manera análoga ocurre con la estabili- 
dad mecánica, pues un decremento en V, 3 Vinducido por una compre- 
sión externa respecto a un volumen V = const., provoca una expansión 
con la cual el sistema tiende a restaurar su estado de equilibrio inicial, 
es decir igualar las presiones. No se puede establecer un criterio más ge- 
neral ya que dependiendo del conjunto €,, la expresión matemática de 
este principio adquiere formas diferentes.! 

Para probar la afirmación C, > O y simultáneamente mostrar otra 
aplicación del concepto de potenciales termodinámicos al problema de 
la estabilidad, consideremos el proceso determinado por las restric- 
ciones de que a lo largo de la trayectoria en el espacio de estados, T, p y 
las concentraciones son constantes. Como mencionamos en el capítulo 
nueve 


(Ap) 7,» mí» = (AG) r,,,n so» > 0 
esto es, Ges un mínimo frente a tal proceso. Si ahora aplicamos el crite- 
rio discutido en el caso anterior y recordamos la definición de G 
[confróntese la ecuación (9.23)], la desigualdad óp > O se transforma en 


0G + SóT + óT0S — Vóp — ópóV > O (15.8) 


donde G, S, y V son funciones de T y p. 
Si procedemos como en el caso anterior, haciendo notar que 


_ fa 9G 1 T(9G , 
óG = El óT + Ea] óp + yl [ES (5T)?+ 
%G 9%G , ] 


l Landau, L. y Lifshitz, E., Statiscal Physics, Addison-Wesly Publ. Co., Reading Mass., 
2a. ed., sec. 22, 1972. 
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además de recordar que 
y w Es) 
id Es p ES 9p Jr 
la desigualdad indicada por la ecuación (15.8) se convierte en 
1 0%G 3 9G 0%G 2] an 
3 [ 312), (9T)? + 2 rap ¿Tóp + 397), (6p) 
ópdV + 4TóS > O. 
Al representar $V y 3S como funciones de T y p, respectivamente, con 


base en las definiciones de C, y xr y la relación de Maxwell dada por la 
ecuación (9.29), obtenemos 








C, 2 ov AT 2 
2T (9T)? + lá] óTóp + 2V (6p)? > O (15.10) 
lo cual implica que C, > O y 

C,xr oV 

TV 37), >0 (15.11) 


que es equivalente a la condición C, > O. 

Así pues, las ecuaciones (15.6) y (15.7) también son aplicables al pro- 
ceso en el cual T, p y las concentraciones permanecen constantes. Cri- 
terios similares pueden deducirse para otros potenciales como H, U, 
etc. 

En sistemas abiertos el problema es ligeramente más complicado, 
pues además de las condiciones de estabilidad mecánica y térmica, son 
necesarias las de estabilidad química. Para derivar estas últimas condi- 
ciones se requiere del potencial termodinámico (—pV) que, como men- 
cionamos en el capítulo 13, es la función que imita a p cuando se permi- 
te la variación de las concentraciones y/”, manteniendo los correspon- 
dientes potenciales químicos constantes. 

En este caso, la ecuación fundamental establece que [confróntese la 
ecuación (13.10c)] 


(Apr vr? = [a —pv)] T, vb? 
y, si representamos Y = — pV, tenemos que 


F c 
AY = AU— TAS + paV— Y) Y) 1!” An” > 0. (15.12) 


j=1 i=1 
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Por otra parte 


F Cc 
Y = U—TS— Y Y uf np (15.13) 


j=1 i=1 


entonces, con base en Y = Y (T,V, y) y procediendo como en los casos 
anteriores, al calcular la forma que adquiere la condición (5) », y O, 
obtenemos 


gy dy 
(2%) sr b E, n9V + Z 0 PO du(? + 
1|/0v , 
21605) val PSTO 


y y ey y y 
bil y» E, bi Z (7), il ITOV ) ¿0 8TOV 


dy ] 
+ 9V? M (1) (6 V)? + '» Dra] TA |] + SÓóT + pov + 


Y 1? dul? + 8T8S + Y 8us" ón? > O (15.14) 





En esta expresión be es un símbolo abreviado que indica la doble su- 
1) 
F Cc 
matoria Y y sobre fases y componentes. Si consideramos que 


j=1 i=1 


dY = — pdV—SdT— Y ns” du (15.15) 


(15.16) 


al sustituir las ecuaciones (15.15) y (15.16) en (15.14) obtenemos 


1 5/0 ) 
SS [63 80 OTI + 2 z Es 5), TS” + 2 Ela »), SV dps 
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?y y 2] 
+2 TO VI), ¿TOV + EA (9vy [+ 


Lz a +7), , dut” ul” + 8TOS + 2 ó:” ón! > 0 


lolo ij ij 

Ahora tenemos que escribir dS y ón” en términos de las variables in- 
dependientes T, V y y/”, lo cual da una expresión muy complicada que 
no enunciaremos. En dicha expresión simplificamos los términos en 


¿TO V, ¿Vi ni”, etc., mediante las ecuaciones (15.16) y después de un ál- 
gebra algo laboriosa obtenemos el resultado siguiente 


1 dy 1 dy 
=7 La pr E p MVE y 72 Z 


ey Mayo 
qu au). gn” ayi” > 0 (15.17) 


Finalmente, al reconocer que 


y Ñ as _ Cu 
9T? ),,P _ OT) y 1? E 
oy __ [op a =p 
av? 7 7 > av), 7 Ar mi y 
ay dy 
du dl), Emu 


la ecuación (15.17) se reduce a la expresión 


Su 





1 1 dy? 
24 2 L (5) (1) 
(6T)? + EW (9 VJ)? + o) » '» du da. ón gu” > 0 


que es una forma cuadrática e implica que Cy, , > O, kr,u > 0; es decir, 
además de recuperarse las condiciones de estabilidad térmica y mecá- 


nica, se obtiene 
(5) 
En  >0 (15.18) 


parai,k= 1,..,cyj,l= 1,..., F.SiF=1, para una mezcla multicompo- 


nente se tiene 
(qe - ) >0 
07; T,VNiti 
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que es el criterio de estabilidad **química o composicional” del sistema. 

Una vez más, éste es un caso particular del principio de LeChatellier- 
Braun. Si a presión, temperatura y r—1 concentraciones constantes, 
provocamos espontáneamente una diferencia de concentraciones en 
dos regiones del sistema, para una de las componentes ocurre un flujo 
de la región de mayor a la de menor concentración, hasta restablecerse 
el equilibrio químico. 


PROBLEMAS 


15.1. 
15.2. 
15.3. 


15.4. 
15.5. 


15.6. 


15.7. 


Usar la entalpía como potencial termodinámico para obtener las condi- 
ciones de estabilidad termodinámica. 

Repetir el problema anterior, pero con la energía interna como potencial 
termodinámico. 

Deducir C, > O a partir de la ecuación (15.11). 

Dar los pasos conducentes a la ecuación (15.17). 

¿Hay un análogo de la ecuación (15.7) para un proceso isentrópico, es 


decir 
dp 
a >0? 


Con base en un sólido dieléctrico lineal e isotrópico tal que V = const. y 
que esté sometido a un campo externo E, obtener las ecuaciones corres- 
pondientes a las del fluido, por ejemplo, las ecuaciones (15.6) y (15.7); 
discutir su significado. 

Repetir el problema anterior para un sólido paramagnético en presencia 
de un campo magnético B. 


16 


Aplicaciones a la 
termodinámica química 


En el capítulo 13 demostramos que las leyes de la termodinámica no 
se aplican sólo a sistemas cerrados, sino también a sistemas abiertos, 
es decir, aquellos que intercambian masa con sus alrededores. De 
acuerdo con las hipótesis de aditividad impuestas a las variables exten- 
sivas tratadas en dicho capítulo, a continuación analizaremos de mane- 
ra breve las aplicaciones de las leyes de la termodinámica para siste- 
mas abiertos, particularmente en algunos sistemas de interés en la 
fisicoquímica. Un estudio exhaustivo del tema puede encontrarse en 
los tratados más especializados mencionados en la bibliografia. 


SOLUCIONES IDEALES 


El estudio de las soluciones ideales, no necesariamente concebidas 
como las formadas por un soluto sólido en un solvente ideal, está basa- 
do en un conjunto de condiciones que por lo general se satisfacen en la 
práctica con bastante precisión. Si consideramos un conjunto de N sus- 
tancias, sin importar su fase, que se mezclan entre sí, isotérmica e iso- 
báricamente, la solución resultante es ideal si: 

1. El volumen de mezclado es nulo, esto es (AV),,, = O. Como 
V (n,,.... y) por el teorema de Euler sobre funciones homogéneas 


V = y yu? 


i=1 


dn; TIPO Ai 


es el volumen molar de la iésima componente. 


donde 
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El volumen V, antes del mezclado es igual a 


Vo = y puro 


donde v* ” es el volumen molar de la iésima componente como sustan- 
cia pura, esto es, sin sentir la presencia de las demás. Entonces 


(AV),,= Y (v? — v*0)y, = O. (16.1) 


i=1 


2. El calor de mezclado es cero y no hay intercambio de calor con los 
alrededores. Como el cambio de calor se mide por la entalpía, entonces 


(AD, = H=H,=0 (16.2) 
donde 


H= ]aH?, H= hi4". 


i 


Aquí, H* y H* 0 son las entalpías por mol de la iésima componente en 
la solución y como sustancia pura, respectivamente. 
3. El cambio de entropía de la mezcla es 


AS = — y Rin x, — 97 Rln x,—... —9Rln x,. 


Si sólo tenemos dos componentes (1 y 2), 7, y 7, son los números de 
moles del solvente y del soluto de la solución, respectivamente, y la 
fracción mol del solvente y del soluto es 


po. 1,2 
M + 


por lo tanto, suponemos que la solución se comporta como un gas ideal 
formado por soluto y solvente. En general 


Nótese que en las tres condiciones empleamos la hipótesis de aditividad 
de las funciones extensivas H, U y S. 

Calculemos ahora el potencial químico para cada componente de la 
solución ideal. Como las restricciones del sistema son [T,p,y” constan- 
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tes], utilizamos la función de Gibbs (G) que, como sabemos, es el poten- 
cial termodinámico para estas restricciones. Por la definición de G tene- 
mos que 

(AG)r,, = — TAS (16.3) 


pero 


AS = S—S, = D n(S* —S* 0) (16.4) 
í=1 


donde 
Ss= Y ns; S.= rs: o. 


S? y S*'" están definidas como las entropías molares de la componente 
iésima en la solución y de la sustancia pura, respectivamente. Al com- 
binar las ecuaciones (16.3) y (16.4), obtenemos 


(AG),,. = — T Y (S* — SW), (16.5) 
i=1 


y mediante la condición 3 de solución ideal, obtenemos 


AS = —RY 7, In x. (16.6) 


í=1 


donde la suma afecta a todas las componentes de la solución que hay 
en el solvente. 
Si combinamos las ecuaciones (16.5) y (16.6), tenemos que 


(AG)z,, =2RT Y n;In x, (16.7) 
i=1 


Por otro lado, al considerar el cambio de G debido a la mezcla de los 
componentes, resulta 


(AG)r., = D n(G* — G/*) (16.8) 


donde 


r 


G=YFnar. G= Ena 
¡=1 
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con G* y G/” definidas como las energías molares de Gibbs de la iésima 
componente en la solución y como sustancia pura, respectivamente. 
Al diferenciar la ecuación (16.8) respecto a r,, obtenemos 
e) o) 


r r On: 
AG = l G*— GO) + —>— (G* — GM. 
an AG, Z pl ) Z 3, ( ) 








Como G;” es constante y dn/dn,= 6,,, tenemos que 


0 
dn; 





- li) 

(AG)r,, = E m-3,, (G*)r,, + G? — Gf* (16.9) 
i=1 | 

Por la ecuación de Gibbs-Duhem para T y p constantes, tenemos que 


Za nd, = O. 


Pero por definición y, = G* y, por lo tanto 
du, = dG* 
entonces, el resultado anterior puede reescribirse como 


py ndG? =0 


y por consiguiente 





- 0G* 
Z ld dn, e 


i=1 
para cualquier ¡=1,...,r. Al sustituir este resultado en la ecuación 
(16.9), obtenemos 


0 
dn; 





(AG)r,, = Gf* — GF (16.10) 
Por otra parte, de la ecuación (16.7) 


(AG)r,, = RTM In 7, —RT Y, In (Dn. 


Derivando ahora con respecto a y, 


9 (AG),, = RT (E 3,Iny— Y 6, In (Y 0) 
í=1 É k 





dn; 
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Al simplificar e igualar este resultado con la ecuación (16.10), se ob- 
tiene que, 


G* —G?% = RTIIn7,—In Y 1, 
k 


donde 


Ls «de 1 


i En; 
k 


Mediante la definición de fracción mol, esta ecuación se transforma en 
Gf =G*0W+2TINx, 


Con base en y, = G*? y y" = G*0, la expresión anterior finalmente se 
reduce a 


mw = 0 (T,p) +RTINx, (16.11) 


donde u” = y" (T,p) es el potencial químico de la iésima componente, 
que depende de la presión y la temperatura de la solución ideal. Este re- 
sultado, como veremos más adelante, es de enorme importancia en la 
termodinámica química. 


LEY DE ACCIÓN DE MASAS 


La ley de acción de masas fue descubierta por Berthelot, pero fueron 
Guldberg y Waage quienes establecieron una ley empírica sobre el 
comportamiento de las masas de los reactantes y reactivos en una reac- 
ción química. 

Simbolizamos una reacción química como 


vB; a va B, + .. + v,B, ps Vert Br+1 $ de =E vB, (16.12) 


donde », con 1 <i<r, representa el número de las moléculas de la sus- 
tancia B, en reacción y », con r+ 1<j<s, el número de moléculas de la 
sustancia B, que es consecuencia de la reacción. Los », son los coeficien- 
tes estequiométricos que hacen que la reacción (16.12) esté “balan- 
ceada”. 

Al considerar la siguiente convención 


Si i= ¡A vw>0 


Si i=r+1l,r+2,..,S,»m<0O 


288 APLICACIONES A LA TERMODINÁMICA QUÍMICA 
la ecuación (16.12) se puede expresar como 


Y vB, =0. (16.18) 
i=l 


La ley de acción de masas se representa de la siguiente manera 


[BJ [BJ2 ... [BJ" 
Bale IBj EP) JA Te) 
donde [B,]': simboliza la concentración de la sustancia B, elevada a su 
respectivo coeficiente estequiométrico, », y K* (T,p) es una constante 
que depende sólo de la temperatura y la presión del sistema a las cuales 
ocurre la reacción. 

A continuación demostraremos la ley de acción de masas con base en 
el concepto de potencial termodinámico. Supongamos que en el siste- 
ma sólo se hace trabajo volumétrico. Por lo tanto, a partir de la defini- 
ción de G y la ecuación de Gibbs-Duhem, tenemos que 


5G = Vip — SóT + Y yón, 


i=1 
Como T y p son constantes 


Y nidn, = 0 (16.15) 


Nótese que los números de moles de las especies, y,, no son constan- 
tes; sólo N = Y) y, es constante. 
¿=1 
De acuerdo con la hipótesis de que el cambio del número de moles, 
6y;, de la iesima sustancia se debe sólo a la reacción química, y, y la 
correspondiente », están relacionadas entre sí por una constante, esto 
es 


ón; = Cv;,i = l,...,S 


donde c es una constante independiente de y7,. Entonces escribimos esta 
ecuación en la forma 


A (16.16) 


que es una manera de expresar la conservación de la masa en la reac- 
ción química. En efecto, como óN=0, Xón, = có», = O. 
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Al sustituir la ecuación (16.16) en la ecuación (16.15), obtenemos 


Y cp: v, =0 


o bien 
Y pu. =0 (16.17) 


La ecuación (16.17) es válida para sistemas donde sólo hay una reac- 
ción química, como la ecuación (16.12) que es una característica del 
equilibrio químico. 

A fin de emplear el resultado de la ecuación (16.11), supongamos que 
la solución es ideal. Al sustituir este resultado en la ecuación (16.17), 
obtenemos 


Y vu? + RTÍY v.Inx,=0 
i í=1 
o bien 
Tx = exp(— Y) »/RT) (16.18) 
i =1 


de manera que el producto de las fracciones molares de las sustancias 
que intervienen en la reacción, elevadas a su respectivo coeficiente es- 
tequiométrico, es función sólo de la temperatura y la presión. 

Si definimos 


s 


expl— RF y 2149) = K* (T,p) 


i=1 


entonces, la ecuación (16.18) se transforma en 


Tlx: = k* (T.p) 


1 


y mediante la convención de signos [ecuación (16.13)], este resultado se 
expresa en la forma 


[x]'1 [x2]"2 ... [e] 
— AAA NÁ = KT, 16.19 
[x, Ñ al PE [x]s ( p) ( ) 

En soluciones diluidas, las fracciones molares de las componentes de 
la solución [x,] son proporcionales a las respectivas concentraciones 
[B]. Entonces, la ecuación (16.19) se convierte en 


(a [B,] )1 (a [Bz] )2 ... (a [B,]”) 
(a [B,.,)'+1 ... (a [B.))"s 





= K* (T,p) 
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donde a es el factor de proporcionalidad entre las fracciones molares y 
las concentraciones de cada sustancia B, que interviene en la reacción 


[x]] = a [B.] 
Simplificando se tiene que 
[BJ .. [BJ _ 01..q Z 
Baja. [Bj "Tama a a 


Si definimos una nueva constante K.(T,p) como 


001... Q 


Karp) = | Ke (1,p)] pe 


orr+l... Os 


la ecuación (16.20) se representa de la manera siguiente 


Beylrret o (Bat _ 
BB. 187 COP an 

La ecuación (16.21) expresa a la ley de acción de masas en su forma- 
ción más conocida, que es válida sólo para soluciones diluidas, contra- 
riamente a la ecuación (16.17) que tiene validez general. 

La ley de acción de masas constituye uno de los resultados más im- 
portantes de la termodinámica de las reacciones químicas y su concep- 
tualización genera a menudo confusiones graves en la formulación ter- 
modinámica de estos sistemas. Para exponer este problema con mayor 
claridad consideremos la ecuación (13.2) para sistemas abiertos. Me- 
diante la ecuación (16.12) que expresa la forma general para una reac- 
ción química, vamos a introducir una cantidad auxiliar ¿ llamada el 
grado de avance o coordenada de la reacción, cuyo valor es igual al 


número de reacciones moleculares unitarias ba ”, B, > y », B,. Por 
i=1 j=i+1 


ejemplo, en la reacción 
N, + O, = 2NO 


¿ es igual al número de reacciones en que una molécula de N, reac- 
ciona con otra de oxígeno para formar 2 moléculas de NO. Entonces 
»,= 1, vo, = 1, Yyo = — 2. Este resultado indica, por ejemplo, qué tanto 
ha avanzado la reacción de izquierda a derecha a partir de un estado 
inicial arbitrariamente escogido pero fijo [por ejemplo, yy (t=0) =0]. Si 
la reacción procede de manera infinitesimal y reversible, el cambio d ¿ 
en ¿produce un cambio en Ga T y p constantes de 
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(dO)r., = =d ¿ (E pi Vi; — y 1) (16.22) 


i=l j=i+1 


debido a que 
(dO)r., = z udn; 


Así pues, la ley de acción de masas puede escribirse también como 


0G Y 
(25) .. = 0 (16.23) 


Sin embargo, en un proceso infinitesimal en que las concentraciones 
de los reactivos varían por una cantidad dn,, antes de alcanzar el 


equilibrio la variación en el término Xy. dy, se expresa como (E uo) di, 


donde la suma afecta a todos los reactivos (», > O) y productos (», < 0). 
Algunos autores definen la afinidad química como 


A= Y uv. (16.24) 
y por lo tanto 
TdS = dU + pdaV— Adé (16.25) 


entonces A“ = 0, 
La ecuación (16.25) o su transformada de Legendre 


dG = SaT + Vdp — Adi (16.25) 


deben interpretarse con mucho cuidado, debido a que en ambos casos 
las diferenciales de G o de S se refieren a procesos infinitesimales y re- 
versibles que ocurren en un espacio de estados que no es el espacio ter- 
modinámico habitual, pues ¿es una parámetro que parametriza la evo- 
lución de la reacción, aun cuando los equilibrios térmico (T = cte.) y 
mecánico (p = cte.) ya se han establecido. En este espacio A > O indica 
los puntos a lo largo del eje ¿en los cuales la reacción (16.12) se verifica 
de izquierda a derecha, en tanto que A < O indica lo contrario. Sólo 
cuando A = O hay equilibrio termodinámico y ¿“* = E“ (T,p); es decir, ¿ 
es una función de las variables independientes. El espacio (U,V,E) o 
(p,T,¿) es un espacio de estados más general que el espacio de variables 
concebido hasta ahora y se conoce como espacio extendido. En este 
espacio y sólo en él, A=A (p,T,¿) es la fuerza que impulsa a la reacción 
química, así como p es la fuerza que produce cambios en el volumen. 
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En el caso particular de soluciones (¡o gases!) ideales para las cuales 
se cumple la ecuación (16.18), mediante el uso de ésta y de la ecuación 
de Gibbs-Helmholz para AH y AG, donde AH = H (T,p,¿ + d£) — H 
(p,T,£), se cumple que 

d InK* AH 
— E > o (16.26) 
donde AH es el calor absorbido o generado en la reacción, según el signo 
de K* dado por la ecuación (16.19). Como puede verificarse fácilmente, 
la ecuación (16.26) es un enunciado del principio de LeChatellier-Braun 
para reacciones químicas y permite obtener K* a partir de AH o vice- 
versa. 

A fin de ejemplificar los conceptos involucrados en la termodinámica 

de las reacciones químicas, consideraremos la reacción 


2NH; — N, +3 H, 
para la cual vw, = 2, Y, = — 1 y 'n, = — 3. De acuerdo con la definición 


de £, si partimos de un estado inicial de referencia con yy moles de NH, y 
sin nitrógeno ni amoniaco, entonces 


modi = 2% e 


para toda i, pues al iniciarse la reacción num, = no y las y restantes son 
cero. A un tiempo t 





mé = —tn40 — mo) 
por lo tanto 
az = (1 — 28) mo 
Mz = Mo 
mi, = 3 mé 
y 


Em = míl +2) 


entonces, las fracciones mol pueden obtenerse fácilmente; asimismo, 
de acuerdo con la ecuación (16.21), el equilibrio es 
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E, (Et ) 
1+22£11+2€) _ 91 
—TMTL. UA 

L+zE) 


donde ¿, es el valor de equilibrio de E. 
A partir de la ecuación (16.26) se puede escribir que 


dinK. AH 


K¿T,p) = 


dUuD 2 
AH = —2.3R UbnKo 


Al graficar el log,¿K vs T”!, la pendiente de esa curva multiplicada por 
2.3 R es el calor de la reacción. Así pues si se conoce este calor puede 
determinarse ¿£, o recíprocamente, si se conocen las concentraciones de 
equilibrio para la reacción se pueden obtener los valores de K a diferen- 
tes temperaturas y presiones y de ahí deducir AH. 

Con base en la hipótesis de que los gases que reaccionan son ideales, 
los resultados anteriores pueden simplificarse de la manera siguiente 


PÁkT,p) = RT (6x+ Inp + In xx) (16.27) 


donde $ depende sólo de T. Con esta ecuación 
B..1]*1... [B,]" 
K(T,p) = Beal. [Bi A Ñ (16.28) 
[B,)”1... [B,)”" 


In K 2 (02 dr+1 $0 De 0, — Vd1— 2 => v,p,) (12.29) 


con 


hy 1 [C,dT 


dar 


So 
> (16.30) 


donde h, y S, son la entalpía y la entropía, respectivamente, medidas en 
el estado estándar. Una discusión más amplia de estos resultados se en- 
cuentra en los problemas de este capítulo. 


SISTEMAS OSMÓTICOS 


Un sistema termodinámico muy importante en fisicoquímica y en 
particular en el transporte de masa y energía a través de membranas, 
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cuya aplicación es frecuente en la actualidad en problemas de 
bioquímica, es el sistema osmótico. El fenómeno de la ósmosis fue des- 
cubierto en 1877 por el fisiólogo alemán Pfeffer quien observó que un 
soluto disuelto en un solvente ejerce una presión sobre una membrana 
impermeable a él, pero que permite libremente el paso del solvente. Al 
establecerse el equilibrio se produce una diferencia de presiones entre 
la solución y el solvente, separados por la membrana, que se llama pre- 
sión osmótica. En esta sección estudiaremos los aspectos termodiná- 
micos más relevantes de este fenómeno. 

Consideremos al sistema más simple; para el cual se nos impide ele- 
gir a G como potencial termodinámico para estudiar sus propiedades 
en un estado de equilibrio. En general, llamaremos osmótico a todo el 
sistema, pero en particular nos restringiremos al caso más conocido y 
ampliamente tratado en textos de termodinámica o fisicoquímica. Más 
aún, señalaremos varias falacias respecto a los planteamientos de este 
sistema y expondremos la manera como se deducen ecuaciones más 
generales que las que se obtienen de la forma habitual; ecuaciones que, 
por supuesto, se pueden reducir a ecuaciones particulares mediante hi- 
pótesis adecuadas. 

Supongamos un recipiente dentro de un termostato a temperatura 
constante, con una membrana rígida permeable a la componente (1) 
(véase la figura 16.1). 

El sistema consta de dos fases: la fase (1), con una componente, y la 
fase (2), con dos componentes. Indicaremos con un superíndice las fa- 
ses y con un subíndice las componentes. 

Podemos imaginar al sistema como azúcar y agua, y llamar a una so- 
luto y a la otra solvente. Las presiones en ambas fases no son necesa- 
riamente iguales; además, existen dos pistones que controlan las 
restricciones geométricas del sistema, a saber, los volúmenes de las fa- 
ses. 


Termostato T = const. 


















Fase (1) Fase (2) 
t 
YI lara (1) a es 
pa, va 









AAA AAA 





Membrana 


Figura 16.1 
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Si el sistema está en un estado inicial, con sus volúmenes V'” y V!?, y 
mediante un proceso virtual desplazamos al sistema de su estado de 
equilibrio, el trabajo realizado por el sistema contra las restricciones 
iniciales será 


d'W,,.. = pu dvo + p> dvo (16.31) 


Al sustituir la ecuación (16.31) en la ecuación fundamental para el po- 
tencial termodinámico, obtenemos 


$p = SU— TOS + pVEVY + prov? (16.32) 


donde ó respresenta un proceso virtual infinitesimal hacia un estado de 
equilibrio con mayor grado de restricciones, que no es necesario descri- 
bir explícitamente. 

La ecuación (16.32) es semejante a la variación de una función de 
Gibbs, pero todavía no hemos comentado el tipo de funciones que imi- 
tan a y. A fin de precisar las características del equilibrio de este siste- 
ma, necesitamos obtener un potencial termodinámico con un valor 
extremal para las restricciones iniciales; esto es, necesitamos una fun- 
ción termodinámica que imite a y para distintas trayectorias. Evidente- 
mente, hay varias formas de escoger el potencial termodinámico según 
la trayectoria seleccionada en el espacio de estados termodinámicos. 
Sea 


p = U—TS + pYVW 4 pova (16.33) 


donde 4 es una función termodinámica, ya que es función de U, T, S, p 
y V; sin embargo, ésta no es la función de Gibbs, pues en general, p'" + 
p?. 

Si ahora consideramos una trayectoria en el espacio de estados ter- 
modinámicos para la cual la temperatura y las presiones son constan- 
tes, entonces 


(5p)r pp: = S8U— TÓS + puivo + priva (16.34) 


(SH)r, om, 2 = (0p)r, 10, 2 = 10) 


donde d¿ imita a e. 
Si introducimos las hipótesis de aditividad para la energía interna y 
la entropía, es decir 
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U= U% + y 
S=S04¿S802 
entonces 
lo) = (UM + pouvo ss TSM] + [U2 + pavo — TS). (16.35) 
Esto es, $ es la suma de las funciones de Gibbs para cada fase, pero 
no es la función de Gibbs de todo el sistema, pues no se ha definido una 
presión para el sistema total. En pocas palabras, no hay una función G 
definida para todo el sistema. 
A partir de la variación de q, si el sistema es abierto 


(SH)r om, 22 = GYM + GUI plz 


= (6G Mr pm + (6G2) ,(2) (16.36) 
pero, para i = 1, 2 
GW=U% + povo-— TS0 
0G" =5U% + puoV + VWMp" — TES" — SIT (16.37) 
y 6U“ para sistemas abiertos está dada por 
SUD = TS" —pPEVO + uy" 9, (16.38) 


$U? = TóS 2 —piv ua Ón1 + ys? ÓN (16.39) 


Al sustituir las ecuaciones (16.38) y (16.39) en la ecuación (16.37) y su- 
marlas, la ecuación (16.36) se reduce a 


rm, 2 = p4 69, + 14%89, + 14709, 
es decir 
(5b)r,p1,pm = 1P8m, + 19%5m, + 14789, = O. (16.40) 
Como y = q? + nf? 


dni = — ón? (16.41) 
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por ser un sistema cerrado, y 
ón? =0 (16.42) 


porque la membrana es permeable, únicamente, a la componente (1). 
Al sustituir las ecuaciones (16.41) y (16.42) en la ecuación (16.40), 
obtenemos 


(5H)r pm pm = (uf? — 4?) ónf? = 0 
es decir 
ara». (16.43) 


La ecuación (16.43) expresa que los potenciales químicos de la com- 
ponente a la que es permeable la membrana, son iguales. Esta condi- 
ción es una característica de equilibrio semejante a la condición de 
equilibrio químico del líquido con su vapor, obtenida anteriormente 
donde no existía membrana y, por lo tanto, había acceso libre de mate- 
ria en ambas fases. Aquí, la presencia de la membrana implica que el 
equilibrio existe entre las dos fases que se difunden, a pesar de que las 
presiones entre éstas no sean las mismas. 

Debido a que las presiones son distintas y los potenciales químicos 
iguales, es válido referirse a la presión osmótica entre las dos fases se- 
paradas por la membrana. Así, definimos la presión osmótica como 


HN =p*%—p, (16.44) 


Ahora pretendemos calcular esta diferencia de presiones como fun- 
ción de las concentraciones de las componentes en ambas fases, para lo 
cual emplearemos la condición (16.43), misma que no implica igualar 
las energías libres de Gibbs para cada fase. 

Recordemos que la segunda ley para sistemas abiertos establece que 
los potenciales químicos, que son las funciones de Gibbs por mol, son 
funciones de las presiones, la temperatura y las concentraciones, es 
decir 


TASA) = TASA) (T,p",9). 
Para el potencial químico en la fase (1) tenemos 
dyí? = vip Y dp" —siDadT (16.45) 


donde hemos usado la ecuación de Gibbs-Duhem para una fase. Aquí, 
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vt 1 es el volumen de la componente (1) por mol, y sf" la entropía por 
mol. 

Para la segunda fase, en la cual el potencial químico depende de las 
concentraciones de las dos componentes 


dyf? = vt PdpY —si DP dT + dui dni? + 
1 1 NP ) r,.2 


d 2) 
(e) a (16.46) 


donde vu! (? es el volumen por mol de la componente (1) en la fase (2), y 
sy 2 la entropía por mol de la componente (1) en la fase (2). 
Ahora, mediante la condición de equilibrio, ecuación (16.43) 





def? = df? 


Entonces, es necesario resolver este sistema de formas diferenciales, 
sujetas a ciertas condiciones que son fáciles de imaginar. 

Supongamos que se tienen las dos fases sin la componente (2). En la 
primera fase hay nf moles de la componente (1) y en la segunda fase 
hay nj? moles de la misma componente; es decir, inicialmente la pre- 
sión osmótica es cero (I1=0). 

Ahora, agregamos a la fase (2) 71? moles de la componente (2), mante- 
niendo la presión en la fase (1) fija. Como T es constante, sólo p'” puede 
variar para contrarrestar el efecto de añadir 73? moles a la fase (2). Pero 
en este proceso, de acuerdo con la ecuación (16.45) 


dui" =0 
pues p'” = cte. y T = cte.; por lo tanto 
duf? = 0. 


Entonces, al sustituir los valores dní? = O y dT = O, obtenemos a partir 
de la ecuación (16.46) 


2 
vt dp =-— (5), ss dns. (16.47) 


Esta ecuación se puede integrar bajo la condición inicial de que, para 
n? = O, las presiones en las fases (1) y (2) son iguales, y para una con- 
centración arbitraria nj”, la presión en la fase (2) es p'”, de manera que 
n 1 Inf? 

= 2). 1) = = 2 
lspr=ps | e dan (16.48) 
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La ecuación (16.48) es la expresión más general para calcular la pre- 
sión osmótica entre dos fases separadas por una membrana semiper- 
meable a sólo una de las componentes. Nótese que esta ecuación está 
restringida sólo a las hipótesis referidas a sistemas abiertos, o sea, las 
aditividades de las funciones termodinámicas. 

A fin de evaluar la integral (16.48) se requiere saber de qué manera 
dependen sus términos de la concentración y”, lo cual se logra 
empíricamente o por medio de una teoría molecular. 

Vale la pena subrayar que en muchos textos se deduce la ley de 
Henry a partir de hipótesis equivocadas, pues se supone que las 
energías libres de Gibbs en las fases (1) y (2) son iguales. Al respecto lo 
único que puede afirmarse es que, debido a la presencia de la membra- 
na, el equilibrio químico sólo se mantiene entre las componentes inter- 
cambiables. 

Para obtener la ley de Henry vamos a introducir algunas simplifica- 
ciones. Si suponemos que la solución es ideal, entonces 


4 = 49 (T,pP) + RT In xp? 
= RP (Tp?) +2T In 92 —RT In (91? + 13?) 


de manera que 


IZ A ..: 
9 Jr a O + 9 


Además 


uta = DP 


esto es, el volumen molar de la componente (1) en la fase (2) es el mismo 
que ocuparía esa componente como sustancia pura en la fase (2), enton- 
ces 


81 = 81 


donde Df es el volumen por mol de la componente (1) a temperatura T y 
presión p'”. En esta segunda aproximación no consideramos la 
influencia que ejerce la presión p*? sobre este volumen. Ahora pode- 
mos obtener la presión osmótica del sistema (figura 16.1) para solu- 
ciones ideales 


q. 27 pe dns? RT 


a 2) 
UF In x: (16.49) 








á "2 + 99 => Uf 
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donde x(f?” es la fracción molar de la componente transferible en la fase 
(2). 

Por último, como una tercera aproximación, supongamos que la so- 
lución es diluida. Entonces 


xP <xpP <1 
y como 
xP + xP =1 
Inxf” = In (1 — xP) = — x2 


por lo tanto 


== RT 12 = RT 15) = RT 154) 
= uf nP + y¿ 7 vin? U = ya) 1 


con base en que la solución es ideal y diluida, a fin de aproximar nj? = 
n? + ns; finalmente, por ser una solución ideal 


donde V“? es el volumen de la fase (2). 
Al sustituir estas consideraciones en la ecuación (16.49), obtenemos 
la ley de Henry 


RT 
=> (16.50) 


“La presión osmótica multiplicada por el volumen de la fase (2), es 
igual a RT veces el número de moles del soluto en dicha fase.” 

La ley de Henry afirma que si tenemos una membrana y las dos fases 
—y al principio tenemos dos componentes—, al agregar un soluto rg? 
de manera que se mantenga un coeficiente de dilución, la presión que 
ese exceso de moles ejercerá sobre la membrana, manteniendo el 
equilibrio químico, es la misma que ejercería si se comportara como un 
gas ideal que ocupa el volumen de dicha fase. 

La ley de Henry es, por consiguiente, un caso particular de un resul- 
tado general deducible lógicamente a partir del análisis de potenciales 
termodinámicos. Este resultado es válido sólo para interacciones débi- 
les que imponen la aditividad de funciones termodinámicas. Lo ante- 
rior implica que la membrana es ideal; es decir, no hay energía de in- 
teracción entre las fases del sistema, ni interfase en la membrana y las 
soluciones son ideales y diluidas. 
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Hasta ahora hemos estudiado una variedad de sistemas termodiná- 
micos cuyas propiedades no resienten la influencia de la superficie. Sin 
embargo, en la práctica estos sistemas no son muy comunes, por lo que 
es conveniente estudiar, aunque sea de manera introductoria, la 
influencia de la superficie del sistema, ya que tiene extensas aplica- 
ciones en fisicoquímica, en ingeniería química (burbujas, equilibrio 
líquido-vapor), en catálisis y en suspensiones coloidales. El problema 
esencial que se plantea consiste en caracterizar la superficie del siste- 
ma. En general, dicha caracterización es la siguiente: 


1. Superficies de discontinuidad matemática. La superficie se 
presenta como una membrana bidimensional elástica sin espesor, por 
ejemplo, la interfase entre un líquido y su vapor, a la cual se le puede 
aplicar un esfuerzo tensil. Bajo este punto de vista, el líquido y el vapor 
están separados por tal superficie de discontinuidad, donde la densidad 
del líquido experimenta una transición abrupta a la densidad de vapor 
O viceversa. 

2. Película de espesor finito. Este modelo es más realista que el 
anterior, ya que supone a la superficie no como una superficie matemá- 
tica, sino como un espesor finito, donde la densidad es una función con- 
tinua de la posición. Entonces, el sistema ya no es homogéneo, pues se 
complican la distinción fisica y la separabilidad mecánica de las dos fa- 
ses. Esto implica que no se puede realizar un análisis termodinámico 
preciso sin antes considerar la estructura de la película superficial. 

3. En esta caracterización, que es más sofisticada que las anteriores, 
es necesario considerar cómo la curvatura de la película afecta a su ten- 
sión superficial (por ejemplo, un menisco) y al comportamiento termo- 
dinámico del sistema. La curvatura debe ser demasiado grande para 
que tenga un efecto apreciable. 


A continuación estudiaremos la caracterización más sencilla, es de- 
cir, la superficie de discontinuidad matemática. Para simplificar, va- 
mos a describir el problema del equilibrio de una gota con su vapor. De- 
seamos encontrar una ecuación que represente las características del 
equilibrio entre ambas fases, de acuerdo con los efectos de tensión su- 
perficial, para de allí deducir la termodinámica del sistema. El punto de 
partida es la desigualdad que enunciamos anteriormente cuando estu- 
diamos los potenciales termodinámicos 


Ap = AU— | Tds + (AWJ)... = (AW),.. > O. 
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Recordemos que la forma explicita de la función y depende del tipo de 
trabajo realizado, que en este caso corresponde por una parte a trabajo 
volumétrico y por otra al trabajo efectuado para incrementar el área de 
la película por la cantidad dA. 

Para demostrar cómo interviene la tensión superficial (0) en tal proce- 
so vamos a deducir la famosa ecuación de Laplace que posteriormente 
utilizaremos. Imaginemos una gota rodeada por su vapor (ambos en 
equilibrio) contenida en un recipiente de paredes elásticas, como se 
muestra en la figura 16.2. Denotemos a la presión de la gota por p“”, 
que puede ser diferente a la presión del vapor denotada por p**. En este 
ejemplo el medio ambiente interactúa con el sistema sólo a través de la 
fase de vapor; así pues, cualquier trabajo intercambiado entre el siste- 
ma y su medio ambiente será trabajo volumétrico a la presión p'”, es 
decir 


d'W;" = pYav. (16.51) 
Pero V=V'" + V?, entonces 

dV =dV% + dv? 
donde V*” y V?” son los volúmenes correspondientes a las fases vapor y 
líquido (en la gota), respectivamente. Con base en este resultado se ob- 
tiene 


d Wi" = pvaVo + payo, (16.52) 


Ahora supongamos que el sistema no solamente establece contacto 
con su medio ambiente a través de su fase vapor a la presión p*”, sino 


gota de líquido 





Figura 16.2 
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también a través de la gota (por ejemplo, al efectuar una compresión 
sobre ésta); entonces, el trabajo intercambiado con el medio ambiente 
incluirá al trabajo de superficie asociado con la gota y al trabajo volu- 
métrico. Aunque la superficie de la gota se podría considerar una enti- 
dad distinta, por conveniencia la consideraremos como perteneciente a 
ésta. Entonces, el trabajo neto realizado por la gota sobre la fase vapor 
es 


pYav — oda. (16.53) 
Además, el vapor realiza el trabajo p'"dV'" sobre los alrededores que 
incluyen a la gota. El trabajo que el vapor realiza sobre la gota es, ob- 
viamente, el expresado por la ecuación anterior pero con signo opuesto. 
Así, el trabajo neto comunicado por todo el sistema a los alrededores es 
dW;”" = pYdVY — (—pYdaVv” + 0dA) 
= p*dVO + pP2dV? — odA. (16.54) 
Al igualar las ecuaciones (16.52) y (16.54), se obtiene 
pYdavO + pLav? = pYdaVY + p2dV” — odA. (16.55) 
Como el sistema gota + vapor es cerrado, se tiene que 
dv = —dv 
Por último, a partir de la ecuación (16.55) obtenemos 
O = —pYdv? + pavo = —pYdv” + pYdV” — odA 
por lo tanto 


[p? — pY]dV = odA. (16.56) 


La relación entre A y V? es puramente geométrica. Si suponemos 
que la gota es esférica, entonces 


dA = 8rrdr y  dV” = 4rxrdr 


y, por lo tanto, la ecuación (16.56) se reduce a la expresión 


(po — pi] = 22 (16.57) 
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que es la ecuación de Laplace, mediante la cual obtenemos la relación 
entre la presión dentro y fuera de una gota esférica de radio r. 

Ahora retomemos nuestro objetivo principal: encontrar una relación 
que represente las características del equilibrio entre las fases líquida y 
vapor; es decir, construir una función termodinámica que imite el com- 
portamiento de óp sobre una trayectoria determinada en el espacio de 
estados termodinámicos. 

Al sustituir la ecuación (16.52) en la expresión para óp, obtenemos 


dp = ¿U+ pYEVY + piboV? — TéS =0. (16.58) 


La ecuación (16.58) es similar a la de un sistema osmótico, con la di- 
ferencia fundamental de que en la primera aparece en ambos términos 
de trabajo la presión de vapor p”. 

Una función de estado cuya diferencial imita el comportamiento de 
óp a lo largo de una trayectoria en el espacio de estados termodinámi- 
Cos, es 


J=U+ pWVW + pwv»—TS. (16.59) 


Obsérvese que esta función, así definida, no es una función de energía 
libre de Gibbs, como se demostrará más adelante. 

Consideremos una variación de J sobre una trayectoria en donde T y 
p'" permanezcan constantes 


[8J),,,m =5U + pVEVW + pvoV> — TóS =0. 


Como [5], ,c1) imita a óp sobre la trayectoria elegida, entonces J es un 
potencial termodinámico y la condición extrema [óJ)]7,,a) = O es una 
característica del equilibrio. 

Ahora introduzcamos las hipótesis de aditividad de la energía interna 
y de la entropía, de manera que 


U=U" +U y S=SU 45802 


donde la energía interna y la entropía de las superficies se incluyen en 
las cantidades respectivas U'? y S'?” para la gota. Al sustituir estas 
expresiones en la ecuación (16.59), obtenemos 


J=[U% + povw — TS] + [U% + puva — TS) 
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o bien 
J = 68, + RP (16.60) 
RO = U? H puva-—TS2, 

Nótese que J no es la energía libre de Gibbs para la gota, ya que R” 
es una función de la temperatura y de la presión de la gota. Por lo tanto, 
es evidente que J no es la suma de dos funciones de Gibbs. 

Ahora demostraremos que R'” se puede expresar en la forma 

RO(T,p?) = [(GAT, pM, + CA (16.61) 
donde R%(T,p'?) es la cantidad definida en la ecuación (16.60) y 
(GT, p'")j¿es la energía libre de Gibbs de una gota en un sustrato 
líquido, a la temperatura T y a la presión p'”.* 
A partir de la definición de la función G, tenemos 
[GAUT, pM)), = ¡UT pM)), 
+ pivVaTpM, a T¡SMT,p“),. (16.62) 
Al restar las ecuaciones (16.60) y (16.62), obtenemos 
RAT, p*)— (GT, p)), = UMT,p?) + p va (Tp?) 
—T¡SMU(T, p?)] == (UMT pp), — pe iVa(T,pM)), 
+ T¡S AUT pM), = U2MT,p?) e (UMT pp), 
pa T(SMUT pp) — [SAT,pM) +p (1) [VO(T, p”) 
— VAT. (16.63) 


Ahora, si suponemos que el líquido es incompresible (lo cual es razo- 
nable ya que la mayoría de los líquidos tienen una compresibilidad pe- 
queña), entonces 


vVa(T,p?) = [VAT pM), 


1Aquí se comprueba el error cometido al escribir la función J, “por analogía'', como 
J = Gig + Guap + 0A. 
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y la ecuación (16.63) se transforma en 
RAT, p?) == ¡(GAT, pM), = UMT,p?) > (UMT, pM)), 


a T(SM(T, p?) — [¡SMT,pM)) = AU— TAS = —AW 
esto es 
RA(T,p?) — [GA T,p'")), = — AW. (16.64) 


La ecuación (16.64) corresponde al trabajo que se debe realizar sobre 
el sistema cuando la gota se extrae del sustrato líquido a la presión p'”, 
mediante un proceso reversible, y se pone en equilibrio con su vapor. 
Entonces, para probar la ecuación (16.61) es necesario identificar al 
miembro derecho de la ecuación (16.64) con el trabajo vA. A fin de 
lograr esta identificación emplearemos el aparato que se muestra en la 
figura 16.3, semejante a una jeringa cuya aguja es un capilar que dis- 
minuye hasta terminar en un punto muy fino, y en donde el sustrato 
líquido está a la presión p*?”. Deseamos calcular el trabajo necesario pa- 
ra llevar el líquido de la presión p'” a la presión p'” y así formar una go- 
ta esférica de radio r en el extremo del capilar, para lo cual se requiere 
una compresión infinitesimal reversible posterior. Supongamos que el 
líquido es incompresible; entonces, podemos incrementar la presión 
p a p” sin que se modifique el volumen del líquido. Una compresión 
reversible posterior es necesaria para formar la gota en el extremo del 
capilar. 

Como la presión p'” está dada por la ecuación de Laplace, ecuación 
(16.57), entonces al principio del proceso p*” tendría que ser infinita, 


pistón 


sustrato líquido 





Figura 16.3 


TENSIÓN SUPERFICIAL 307 


puesto que el radio de la gota sería cero. Se puede prescindir de este de- 
talle matemático si suponemos que al inicio del proceso existe una gota 
de radio e en el extremo del capilar.? Es más, en la práctica no necesita- 
mos aplicar presiones infinitas para formar una gota de radio r con la 
ayuda de una jeringa. 

En cuanto el pistón empieza a moverse, el trabajo neto realizado por 
el líquido es igual al trabajo necesario para aumentar el volumen de la 
gota en la cantidad dV*?, más el trabajo realizado sobre los alrededores 
que están a la presión p'”; esto es 


d'W = p> dv? =—pudvo> = [p? —puldv? 
y para todo el proceso, tenemos que 


_AW= l' [p? — pujdve (16.65) 
0 


Al sustituir la ecuación (16.57) en la ecuación (16.65) obtenemos 


—AW = [: Parr dr = 810 f: rdr = o(4 rr?) 
ox T 0 


y finalmente 
—AW = JA 


con lo cual queda demostrada la ecuación (16.61). 
En lugar de definir J como en la ecuación (16.60), podemos expre- 
sarla en la forma siguiente 


J= GD, + [GAT,pW)), + 04. (16.66) 


Después de haber definido la función de estado J en una forma 
conveniente?, investiguemos las características del equilibrio interno 
en el sistema gota + vapor. G(b,, y [G'?”], son funciones de T,p'",y" y 
T,p?,n?, respectivamente, donde n'” y y? son los números de moles 
correspondientes. Debido a que y= y” + n? y el sistema gota + vapor 
es cerrado, entonces ó7y=0. En consecuencia 


y" = — 69 ?. 


2Más aún, para valores pequeños de r no ocurre divergencia alguna, ya que la integral 
con la cual trabajaremos, ecuación (16.65), converge para cualquier valor de r. 


3Nótese que la ecuación (16.66) es una expresión general para fluidos incompresibles. 
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Consideremos ahora la condición extremal que satisface la función J, 
esto es, [83], , = O. Al sustituir las ecuaciones (16.60) en esta última 
expresión y mediante la condición anterior, obtenemos 


. _ 0Gap (1) IRA (2) 
[6d] 7, (1 = (- dy O ¿A dq + 99 Jr, A 


o bien 
9Goap IR 
Do D = 
( 97D do e (E Do, aya =0 (16.67) 


Recordemos que el potencial químico se expresa en términos de la 
función de la energía libre de Gibbs como 


po = IG 
dy jéi,T,p 


Con base en esta última relación y la ecuación (16.67), obtenemos 


po — IR” $9» =0. 
99 rom 


Por lo tanto, la característica del equilibrio interno es 


(2) 
pio ( IR ) (16.68) 
99 Im 











donde u'” es el potencial químico del vapor. El miembro derecho de la 
ecuación (16.68) está completamente asociado con la gota. Es impor- 
tante subrayar que este resultado no expresa una igualdad entre poten- 


ciales químicos, ya que 
IR” 
In? T,p(D 


no es el potencial químico de la gota. Veamos los graves errores que se 
cometen cuando se identifica el miembro derecho de la ecuación 
(16.68) con el potencial químico de la gota.* 

En una fase ordinaria con una componente, como lo es la gota, la fun- 
ción molar de Gibbs es igual al potencial químico, es decir 


PS 
di Y dy T,p 


4 Éste es el razonamiento habitual que se sigue en gran parte de la bibliografía. 
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Si por analogía con esta ecuación se considera que R se comporta como 
una energía libre ordinaria, entonces se define el potencial químico de 
la gota como 





lo cual sería verdadero si, de acuerdo con la definición de y 
RO IR 
E Ki 

y? dy? T,p(1) 
Esta relación se cumple para G, pero no para R?, esto es 
RO IR? 
po Laya )row 

De las funciones G y R?, sólo la primera es una función homogénea 
de primer orden en y”. Asimismo, sólo el término ¡G?”), tiene la pro- 
piedad de G, mientras que el término vA es proporcional a [n(?']2'3, 

Ahora bien, para calcular la derivada parcial que aparece en la 
ecuación (16.68) necesitamos de cierta información extratermodi- 
námica! acerca de la función R”. Supongamos que la tensión superfi- 
cial es independiente del radio de la gota y no depende de la concentra- 


ción de la sustancia. Al sustituir la ecuación (16.61) en la ecuación 
(16.68), obtenemos 


IGAT, pp), O[0A] 
py = |- —_—__—_— + |-_—_—_—__—_—— 
dy? T,p(D dy > Tp (D 


por lo tanto 








JA 
(dm = 2 1 + A 16 6 
p pl (T,p' » o (2) ) j 1 ( . 9) 


En general, la presión del vapor en equilibrio con su líquido es p”, 
pero cuando r tienda a infinito (o sea, para el sustrato líquido en 
equilibrio con su vapor) usaremos el símbolo p(”, a fin de obtener la si- 
guiente igualdad de potenciales químicos 


HT p0) 5 (Tp). 


SEsto quiere decir que las aproximaciones que haremos aquí no se pueden obtener por 
razonamientos termodinámicos, sino que se consideran como simples datos empíricos 
constitutivos, relacionados con este sistema particular. 
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Consideremos ahora la expresión* 


Pp duo pm 
(Tp) — ¿PT p2) = j a LS) dp» = j a DWAp» 


Poo 


donde se usó el resultado 


po - [9D 
dp» 7,p(D 


donde D'" es el volumen molar del vapor. Por un razonamiento similar, 
se tiene que 


p 


¿AT pp) — QT, po) = j di DPdp”. 


poo 


Al sustituir estas dos expresiones en la ecuación (16.69) tenemos que 


p 


uM(T,pD) + j a DYdpY = Tp) + | 


Poo 


po 


Da dp" 


(1 
po 


( JA ) 
+0 
dy? T,p Y 


y al aplicar la igualdad entre los potenciales químicos a p..,, obtenemos 








pa p 
1 - 2 1 
j dy D' 'dp' )= e D' 'dp' + ol 
co 


poo 


A ¡e (16.70) 


Nótese que esta última ecuación es general para líquidos incompre- 
sibles. Supongamos que el vapor se comporta como un gas ideal,” esto 
es, se comporta de acuerdo con la ecuación de estado 


po» =2RT. 


Para la fase liquida considerada incompresible, tenemos 


va 


(2) 


D? = 





7 


Aquí hemos empleado el teorema fundamental del cálculo integral, por lo que esta 
expresión es meramente formal. 


"Ésta es una buena aproximación para muchas sustancias comunes en un intervalo 
grande de densidades. 
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donde D” es una constante y representa el volumen molar del líquido. 
Al sustituir estos dos resultados en la ecuación (16.70), obtenemos 


pD R p 

E dp" = Da? dp” +0 
e po (1 
poo 








dy? o, 


Llevando a cabo las integrales entre los límites prescritos obtenemos 





pe = (2) (1). (1d 
RT In ]=0*w po) +0 


(1) 
00 


JA 
dy'2 Do plena 


Ahora bien, para una gota esférica tenemos que 


yo = y? y = ¿mm 


por lo tanto 


[312 a] 
r= | 
47 


Cuando se sustituye este valor de r en la expresión del área de la gota, 
obtenemos 


399 u2 qe 
47 


JA ] _2v» 
99] 7,0 r 


Al sustituir este resultado en la ecuación (16.71), obtenemos 


1) (2) 
ari (22) = 99 [p»—pw] + 200 (16.72a) 
po y 


A Mete 


De aquí se sigue que 





Por lo general, el término 0” (p'” — p2”) es muy pequeño, de tal ma- 
nera que puede eliminarse con lo que 


(1) 2) 
2T In (22) s Sid (16.72b) 
pa 





En esta ecuación se muestra la relación que existe entre la presión de 
vapor, p'", y el tamaño de la gota. Ahora bien es conveniente aclarar 
que para deducir la ecuación (16.72a) se emplea un potencial termodi- 
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námico que no es la energía libre de Gibbs. Además, esta ecuación es 
válida solamente para fluidos incompresibles y vapores ideales. 

Las ecuaciones (16.72a,b) se conocen en la bibliografía como las 
ecuaciones de Kelvin para la presión de vapor de una gota de líquido en 
equilibrio con su vapor. 


PROBLEMAS 


16.1. 


16.2. 


16.3. 


16.4. 


16.5. 


Demostrar la regla de Amagat-Leduc: El volumen de una mezcla de 
gases ideales es igual a la suma de los volúmenes parciales de los gases 
que la constituyen, cuando estos volúmenes están determinados por 
la presión y la temperatura de la mezcla. 

Con base en los argumentos del problema 7.13 (PTC) mostrar que el 
cambio de entropía que se produce al mezclar r gases diferentes rever- 
siblemente es 


AS = —aY, XInX, 
k=1 


donde x, es la fracción mol del késimo componente. 
Mostrar que una mezcla de r gases ideales 


G =%RT), MI 
4=1 





donde 
9 = dx + Inp + Inx, 
y 
hy 1 [3 ce(T1) aT! So, 
Ae , 1 


Utilizar el hecho de que para un gas ideal en una mezcla 


mu = 0(T) +RTINp, 


donde p, es la presión parcial que ejerce y la suposición de que la solu- 
ción es ideal, para mostrar la ley de Raoult: El cociente entre la presión 
parcial del vapor p, de la iésima componente de una solución y la pre- 
sión de vapor de la componente pura, es igual a la fracción mol de 
dicha componente 


Pi 
pin? 


Utilizar la teoría de las soluciones ideales para discutir las llamadas 
propiedades coligativas, por ejemplo, la elevación del punto de ebulli- 


16.8. 


16.9. 


16.10. 


16.11. 


16.12. 
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ción y la depresión del punto de congelación (sugerencia: consultar 
cualquier texto de fisicoquímica). 


Deducir las ecuaciones (16.28) y (16.29) 
Usar la ecuación (16.30) y el valor explícito de $, para obtener la 
ecuación de Nernst 


InK = 








AH, 1 (jACcdTrw AS, 
RT | qa A 


donde 


iZpyr 


p. Sumatoria sobre productos y reactivos. 


A temperaturas muy altas un gas monatómico X puede ionizarse de 
manera que 


XEX +e 


Si la ionización comienza con sólo y, moles de X, mostrar que 


2 
InK = ni—TgP 


suponiendo el gas ideal. Con base en que X,X* y e son gases monató- 
micos y que AH, = N,E, donde E es el potencial de ionización y N, la 
constante de Faraday, usar la ecuación de Nernst para mostrar 

Ed N¿E 5 AS), 


sd y - lila e ec 








que es la ecuación de Saha, muy usada en la determinación de la tem- 
peratura de atmósferas estelares (véase texto de astrofísica). 
Comenzando con y moles de H,O, calcular el calor de disociación del 
vapor de agua de acuerdo con la reacción 


H¿0= 1/20, + H, 


a 1500 K; considerar que £. = 1.97 x 107* y suponer que los reactivos 
y productos se comportan como gases ideales. ¡Resp.: A H,¿ = 250 
kJ/mol (p= 1 atm)). 

Mostrar que 





y discutir fisicamente el resultado. 

Repetir el problema 16.9 para la reacción N¿0, = 2NO, a 323% K y 
0.241 atm de presión, con base en £. = 0.818 atm. 

Mostrar que para la reacción 


H=H +e 
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y silos gases son monatómicos 


Cu- 


= const. x C,T32e -.0/*7 
Cu 





donde €,= € + €. — €n- = 0.72ev y ey/k = 8350 K 

16.13. Obtener la ecuación de Laplace para una pompa de jabón, es decir, 
una interfase líquida, separando dos gases. 

16.14. ¿Cambia sustancialmente la ecuación (16.60) para el caso de una 
pompa de jabón? 

16.15. Buscar en la bibliografía una deducción de la ecuación (16.72) y com- 
pararla críticamente con la usada en este libro. 

16.16. Repetir lo mismo con la ley de Henry. 
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Tercera ley de la termodinámica 
O principio de Nernst 


Desde que introdujimos las funciones termodinámicas que preceden 
a la temperatura, afirmamos que desde el punto de vista operacional 
sólo es posible medir su diferencia; es decir, los valores absolutos de la 
energía interna U o de la entropía S [confróntense las ecuaciones (5.1) y 
(7.21), respectivamente] siempre quedarán indeterminados hasta una 
constante aditiva cuyo valor depende del estado de referencia adopta- 
do. Por lo general, esta característica es válida en la aplicación de la ter- 
modinámica a problemas prácticos, sin embargo no es aplicable en 
otras situaciones de no menor interés, sobre todo en el estudio de las 
propiedades de la materia, por ejemplo, en el cálculo de la constante de 
la presión de un vapor en equilibrio con el sólido, para lo cual es necesa- 
rio conocer el valor absoluto de las entropías de cada fase en el cero ab- 
soluto (véase el problema 14.9 PTC). 

En un contexto más general, el problema anterior también se presen- 
ta en la determinación de los potenciales termodinámicos para un siste- 
ma cualquiera cuyos estados están caracterizados por la temperatura T 
y un parámetro a, que puede ser p,V,X, 4“, etc. de acuerdo con el siste- 
ma. En efecto, consideremos un fluido descrito por la función de 
Helmholtz F(T, V) y un proceso isotérmico entre dos estados, de manera 
que 


AF = F(T,V,) — F(T, V,) (17.1) 
Con el mismo significado para A, tenemos que 


AF = AU— TAS 


y mediante la relación e = — AS, es evidente que 


AF AU 
+ == 15% 





d0 + const. (17.2) 
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esto es, la diferencia de valores para AF, aun conocida AU, queda inde- 
terminada hasta una función arbitraria del volumen. Al aplicar el mis- 
mo procedimiento para G, con p= const., obtenemos 
LE - | as + ote, (17.3) 
Los resultados anteriores muestran que aun cuando, por suposición, 
AU y AH son medibles como funciones de T, las correspondientes dife- 
rencias de las funciones de Helmholtz y Gibbs entre los mismos estados 
no están uníivocamente determinadas. Este problema suscitó mucho 
interés entre los termodinámicos más distinguidos del siglo pasado, 
quienes sugirieron varias hipótesis para establecer con mayor claridad 
las relaciones entre AG y AH y entre AF y AU.! En particular, Nernst y 
sus colaboradores, sobre todo Richards observaron que para una gran 
cantidad de reacciones químicas, especialmente las que ocurren en 
fase líquida, el término TAS es mucho menor que AH y tiende a dismi- 
nuir a medida que la temperatura disminuye. Esto implica que en la 
práctica 


lím AG <= AH (0) lím AF = AU 


T=>0 T=>0 


razón por la cual durante mucho tiempo la espontaneidad de una reac- 
ción química se asociaba con el signo de AH. 

Inspirado en estas ideas Nernst propusó el método siguiente para de- 
terminar las funciones que aparecen en las ecuaciones (17.2) y (17.3), 
que son constantes para valores fijos de a. 

De la ecuación de Gibbs-Helmholtz 


AG—AH ES 
== 2-18 7 ). (17.4) 


Si suponemos que AS es finito cuando T > 0%K, entonces 


1 AG-AH _ O 
T=0 T =0 


pues experimentalmente AG=AH. Si aplicamos ahora la regla de 
L'Hospital para resolver la indeterminación, obtenemos, con la ayuda 
de la ecuación (17.4) 


lUna reseña de esta evolución se encuentra en la obra The New Heat Theorem por W. 
Nernst, Dover Publications Inc., Nueva York, 1969. 
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lim (5 ] 20 (17.50) 


esto es, la pendiente de AH es horizontal en el cero absoluto y 


lím AC, =0. (17.5b) 
T=>0 


Las ecuaciones (17.3) y (17.5) implican que, como se muestra en la fi- 
gura 17.1, AH'tiende a cero con una pendiente horizontal, en tanto que 
AG lo puede hacer de una manera arbitraria. Nótese también que para 
un punto P sobre AG 
d(AG) _ AG— AH 


> F 
donde tan 6 es, obviamente, la pendiente de AG en P. 

Nernst sugirió que no sólo la ecuación (17.5b) debe ser válida cuando 
T tiende a cero absoluto, sino que también debe cumplirse que 


A AMADO] _ 2 a 
lion [5], =— lim AS=0 (17.6) 


T=0 0 


lo cual especifica que la diferencia de entropías debe tender a cero para 
cualquier valor del parámetro a, p en el caso de G, y, por lo tanto, AG y 





Figura 17.1 


318 TERCERA LEY DE LA TERMODINÁMICA 


AH tienen una pendiente horizontal común en T = O (véase la figura 
17.2). La ecuación (17.6) es el contenido fisico de la tercera ley de la ter- 
modinámica, conocida como principio de Nernst. Geométricamente, 
el significado de este postulado consiste en que AG está determinada de 
manera unívoca, pues, con base en la ecuación (17.6), sabemos hacia 
dónde extender la curva para cada punto sobre AG; es decir, la constan- 
te en la ecuación (17.3) queda univocamente determinada. 

En principio Nernst aplicó su hipótesis sólo para la materia condensa- 
da (sólidos), pues estaba consciente de que no era válida para los gases. 
En efecto, para un gas monatómico ideal 

S(T,p) = vR (5 InT — Inp)+ So 
y, por consiguiente, S diverge logaritmicamente cuando T => 0. 

Con el advenimiento de la mecánica cuántica en las primeras déca- 
das de este siglo, el propio Nernst sugirió que la ecuación (17.6) tam- 
bién era válida para líquidos y gases con el requisito de que éstos se 
comportaran de manera diferente a los gases ordinarios a bajas tempe- 
raturas. A este fenómeno lo llamó degeneración de los gases y fue 
comprobado años más tarde por Bose y Einstein para gases que consis- 
ten en particulas con espin igual a un múltiplo entero de la constante 
de Planck h (bosones), y por Fermi y Dirac para gases que consisten en 
partículas con espin igual a un múltiplo semi entero de h (fermiones), 
como el gas formado por electrones. Para un gas de bosones de masa m 
ideal puede mostrarse que a bajas temperaturas 


5 


— a (21m DT? ,f5 
S = >) Nvo" ¿ ol (17.7) 
VA 5 poa bd 
donde v = NY ¿ 39) es una constante numérica. Esta ecuación 





Figura 17.2 
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muestra que tanto C, como S tienden a cero de manera semejante a T*-? 
cuando T tiende a cero. 
Para un gas de fermiones ideal 








2 
Ss = NL (17.8) 
Er 
donde e, es la energía de Fermi y sólo depende de la densidad 
6r?N 2/3 h? 
€r = gv ) e (17.9) 


donde g = 2S + 1, Ses el espin (S = Y para electrones) y h = h/2r. 
En este caso S y C, tienden a cero linealmente con T. 

También es importante señalar que el famoso trabajo de Einstein 
sobre los calores específicos publicado en 1906, el cual, como señala- 
mos en el capítulo 12, consiste esencialmente en aplicar la ecuación 
(12.50) a los osciladores materiales, es decir suponer que la energía pro- 
medio de un oscilador armónico en la materia está dada por la ecuación 
(12.45), condujo a la primera explicación teórica del principio de 
Nernst, cuyo argumento expondremos a continuación. 

Imaginemos un cristal monatómico (Ag, Na, etc.) como una superpo- 
sición de un número grande de celdas cúbicas elementales hasta for- 
mar un mol de cristal. En las vértices de estos pequeños cubos están 
ubicados los iones del metal, en tanto que los electrones pueden ““mo- 
verse libremente” en la red cristalina así formada ( esto es, el '*gas de 
electrones””). Estos iones no están en reposo y a una temperatura T 
pueden concebirse como osciladores armónicos que vibran a lo largo de 
tres ejes mutuamente perpendiculares entre sí alrededor de su posición 
de equilibrio. Supongamos que la frecuencia de estas oscilaciones es la 
misma, tanto en cada dirección como para todos los osciladores (3 No 
de ellos para 1 mol del cristal). Este modelo super simplificado del sóli- 
do se conoce como modelo de Einstein. En la realidad el cálculo de las 
3 N, frecuencias de oscilación de un sólido es un problema complejo de 
la dinámica de redes cristalinas. La '““energía” de cada grado de liber- 
tad, es decir, de cada oscilador, es 

1 1 


E = 3 mMX? + 5 wx? Xi; = X,y,z 
2 2 Y 


Como se afirma en los cursos elementales de física, la teoría cinética 
clásica de la materia establece que para un grado de libertad que contri- 
buya en forma cuadrática a la energía del sistema, su contribución a la 


energía interna del mismo es de a kT, donde k es la constante de Boltz- 
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man. Éste es el principio de equipartición de la energía. Puesto que 
hay 3 N, osciladores su energía interna es 


U=3N,¿kT = 3%T 
pues cada oscilador contribuye con kT. Por lo tanto 
,C=3%R 


que es la famosa ecuación de Dulong y Petit (véase el capítulo 5). 

Mucho antes de 1900 Nernst, a través de sus trabajos experimentales 
con Pb, Ag, Cu, Al y C (diamante) (véase la figura 17.3) ya sabía que es- 
te resultado no era válido a bajas temperaturas. La explicación pro- 
puesta por Einstein consiste en que para determinar la energía interna 
del cristal debemos usar la ecuación (12.45) en lugar del resultado clási- 
co para la energía promedio de cada oscilador. Entonces, dicha energía 
está dada por 


3 No hv 
er] 


Us (17.10) 


de manera que 


JU hv 2 er»/kT 
Cy = a) = 3R A (aa (17.11) 


Sólo cuando hv/kT < 1, es decir, para bajas frecuencias y altas tem- 
peraturas, este resultado se reduce al desarrollar en series las exponen- 
ciales al resultado clásico, es decir 


C, = 3R(1 + 0(x?)...) 


donde x = h»/kT. Sin embargo, a temperaturas y frecuencias bajas 
donde no es válida la mecánica clásica 





2 
C, = 3% r) er 1.r (17.12) 


lo cual implica que? 
lím Ev = O. 
T>0 
2Se puede calcular S y mostrar que también tiende a cero cuando T tiende a cero. Este 


cálculo está fuera de los alcances de esta discusión, pero puede consultarse en cualquier 
texto de mecánica estadística. 
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Cp = 1 


T = 50 100 150 200 250 300 350 400 


Figura 17.3. Las curvas sólidas representan los calores especí- 
ficos medidos por Nernst para los elementos indicados. Las curvas 
punteadas se obtuvieron a partir de la ecuación de Einstein para 
ciertas frecuencias de oscilación. (Tomada de W. Nernst, The New 
Heat Theorem, Dover Publ. Inc., N.Y., 1969). 


Los resultados de Einstein están representados por las curvas pun- 
teadas de la figura 17.3. 

La predicción es sólo cualitativamente correcta pues, como men- 
cionamos en el capítulo 5, a bajas temperaturas C, — T?. Este resultado 
fue obtenido en 1913 independientemente por Debye y por Born y Von 
Karman. El que tanto para la radiación electromagnética (modos en 
una cavidad) como para un sólido (modos en un medio elástico finito) 
Cy - T?a bajas temperaturas, no es una coincidencia. En ambos casos 
el resultado se obtiene después de “*“cuantizar”” los modos normales de 
vibración que conduce al concepto de cuasi-partículas, los fotones en la 
radiación y los fonones en las vibraciones de la red cristalina. Cuando 
estas cuasi-partículas no interaccionan entre sí, esto es, forman un gas 
ideal, su calor específico varía como T?. 

Finalmente, la ecuación (17.6) tiene otra interpretación útil: A cero 
grados Kelvin todo proceso isotérmico ocurre sin variación en la 
entropía del sistema, lo cual implica que esta función no puede depen- 
der de ninguna otra variable «a (p, 4%, M“...), es decir, S es una constante. 
Por lo tanto 


ce (25, =0 (17.18) 
T 
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para cualquier «a; es decir, la isoterma del sistema en el cero absoluto 
coincide con una de sus adiabáticas. 


CONSECUENCIAS DEL POSTULADO DE NERNST 


A partir de la ecuación (17.6) es posible conocer el comportamiento 
de cualquier sustancia en estado condensado, en la vecindad del cero 
absoluto. Para ello consideremos un proceso en el cual p, = pyP,=p 


+ dp. Entonces, Sí[p,, T) = Síp,, TD) + ES dp 


El postulado de Nernst adquiere la forma descrita por la ecuación 
(17.13), que mediante la cuarta relación de Maxwell, ecuación (M.4), se 


transforma en 
a oV 
lim ES 5 O. (17.14) 


En esta ecuación el coeficiente de expansión volumétrica f tiende a ce- 
ro cuando T > 0%K, de manera que si la presión permanece constante, 
el volumen automáticamente permanece constante y en el límite cuan- 
do T > 0% K 


m [Y -im(22.) - 

nn, EI ñ tm (e ) dl ide 
Esta relación entre la pareja de variables conjugadas pV se puede gene- 
ralizar para un sistema en el cual se describan sus estados de equilibrio 
en función de las variables (Y,, Y», ... Y, ,T), donde (X,, X, ..., X,) son las 


fuerzas generalizadas conjugadas. Entonces el postulado de Nernst se 
escribe como 


, 9S 
lim (os )... y e 


y mediante las relaciones de Maxwell, por ejemplo, las ecuaciones 
(9.10) 


, o0YA 
lim Th, 7 0 (17.16) 
que implica, con base en un argumento análogo al empleado para obte- 
ner la ecuación (17.15) 
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tim [PX 0 
T=0 NOT), 


(17.17) 
es decir, los gradientes en la temperatura de todos los parámetros X,, Y, 
que describen al sistema, se anulan en la vecindad del cero absoluto. 
También por una extensión de la ecuación (17.15), se obtiene 

y 9S 

5 ).. dó 

Ahora analicemos las propiedades del calor específico en la vecindad 

del cero absoluto. En general, de acuerdo con la ecuación (17.15), el 
comportamiento de las variables p y V como funciones de la temperatu- 
ra es idéntico en el cero absoluto, por lo tanto 


línm C,= lím C,=C 
T=>0 T>0 

de manera que basta con examinar el calor específico, por ejemplo, a 

presión constante. Para ello, consideremos la expresión 


S(T,p) = ¡ o + S(0,p) (17.18) 
0 


donde S (0,p) es el valor de la entropía en el cero absoluto. Si supone- 
mos que este valor es finito 


sd 
k C, 
lím j Ar (17.19) 


T=-=0 0 


tiene que existir y ser finito. Por otra parte, si ASes finito, lim AC, = O, 
T=>0 


C, sólo puede depender de T o ser constante en el cero absoluto. Sin em- 
bargo, esta última posibilidad implica que la integral de la ecuación 
(17.19) es divergente (logarítmicamente), lo cual contradice que S sea 
finita. La única otra posibilidad es que C, tienda a cero cuando T tiende 
al cero absoluto. Es necesario subrayar que este resultado no es conse- 
cuencia de la tercera ley, sino de suponer que S es finita en el cero abso- 
luto. Entonces 


lím C,= lim C,¿=C=0 (17.20) 


T=>0 T>0 


Sin embargo, para determinar S(0,p), que de acuerdo con la segunda 
ley puede ser una función arbitraria de p, se requiere la formulación 
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precisa del postulado de Nernst. En efecto, con base en la ecuación 
(17.13), obtenemos 
as á aS lim 28 (0.p) 


la 2), > Li) op = 20 dp 


es decir, S (0,p) = const. independiente de p. Si denotamos a esta cons- 
tante como Sy, entonces 





> de 

S(p,T) = j E + 8 (17.21a) 
0 
T 

S(V,T) = | Cy A 8 (17.21b) 
0 


donde S, es el valor absoluto de la entropía en el cero absoluto, indepen- 
dientemente de cómo se haya obtenido éste. Gráficamente, el resultado 
anterior implica que la forma en que S tiende a cero con T está repre- 
sentada por la figura 17.6 y no por las figuras 17.4 y 17.5. 

En las secciones anteriores analizamos que el postulado de Nernst 
expresado por la ecuación (17.6) permite evaluar las constantes inde- 
terminadas que aparecen en la entropía y en las funciones de Gibbs y 
Helmholtz. En otras palabras, este postulado establece que todo siste- 
ma que está en equilibrio termodinámico en el cero absoluto, tiene una 
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Figura 17.6 


entropía S, finita, independiente de las variables que lo describen, pero 
cuyo valor numérico depende del sistema en cuestión. 

A fin de que este valor constante de la entropía tuviera carácter uni- 
versal, en 1911 Planck enunció un postulado más severo que el de 
Nernst: “La entropía de todos los sistemas termodinámicos en el cero 
absoluto es igual a cero”, es decir 


lim S(T,a) >0 (17.22) 


para todo sistema y toda «, donde a es cualquier variable termodinámi- 
ca independiente. 

Existen varias razones para sospechar que la validez de la ecuación 
(17.22) está restringida a una sustancia pura en estado de equilibrio. 
En efecto, por una parte existen sistemas termodinámicos como el CO,, 
el glicerol, el vidrio, etc., que pueden alcanzar el cero absoluto en esta- 
dos de equilibrio metaestable para los cuales la entropía no es cero, sino 
una constante independiente del proceso; de manera que cuando el es- 
tado metaestable tiende al estado de equilibrio, AS tiende a cero a T = 
O%K, sin violar el postulado de Nernst. Por otro lado, la mayoría de los 
elementos químicos consisten de mezclas isotópicas y la entropía de 
una mezcla de sustancias distinguibles es mayor que la suma de las 
entropías para cada una de las componentes individuales. Esto implica 
que al adscribir un valor cero a la entropía de un elemento químico a T 
= OK, se tendrían que asignar entropías negativas a alguno de los isó- 
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topos puros. Por estas y otras razones de naturaleza molecular, preferi- 
mos enunciar la tercera ley a la Nernst. 

En 1937, G. F. Simon enunció lo que ahora es la forma definitiva de la 
tercera ley de la termodinámica y que incluye a sistemas que no están 
en equilibrio termodinámico, sino en equilibrio aparente. Los enun- 
ciados del principio de Nernst son: 


ENUNCIADO 1. (Nernst-Simon) El límite del cambio de la entropía para 
un sistema termodinámico en cualquier proceso reversible e isotérmico 
entre estados de equilibrio, tiende a cero cuando T > OK, 

La finalidad de Simon de incluir estados de equilibrio metaestables 
en este enunciado es irrelevante, desde el punto de vista de la termodi- 
námica, ya que dichos estados son indistinguibles de los estados de 
equilibrios verdaderos. 

Como conclusión de la discusión anterior, es obvio que el principio de 
Nernst sólo es una forma propuesta ad hoc para calcular las constantes 
indeterminadas de las ecuaciones (17.2) y (17.3); su validez sólo puede 
corroborarse en mediciones de calores específicos a muy bajas tempe- 
raturas o en modelos microscópicos de la materia ajenos a la termodi- 
námica clásica. Esto lo demuestran el modelo de Einstein para un cris- 
tal monatómico y las ecuaciones (17.7) y (17.8). Así pues, el principio 
de Nernst en su formulación actual dista mucho de tener la validez ge- 
neral de las otras dos leyes de la termodinámica, que afirman la inexis- 
tencia de procesos termodinámicos para sistemas cerrados, es decir, 
los perpetum mobile de primera y segunda clases. Por lo anterior a 
principios del siglo muchos termodinámicos intentaron formular este 
principio de manera semejante a las otras dos leyes, lo cual produjo una 
formulación que ahora se conoce como la inalcanzabilidad del cero 
absoluto (ICA). 

ENUNCIADO 2. Todo proceso mediante el cual pueda alcanzarse el cero 
absoluto en un número finito de operaciones es imposible. 


La equivalencia entre los dos enunciados del principio de Nernst, esto 
es, la versión Nernst-Simon (NS) e ICA, justificaría considerar al segundo 
con una jerarquía igual a la de las otras leyes. Antes de intentar de- 
mostrar esta afirmación haremos algunos comentarios pertinentes. 

En primer lugar, desde el punto de vista experimental el enunciado 2 
es poco útil pues el concepto del cero absoluto es producto de una esca- 
la termométrica que, a pesar de sólo depender en principio de la natura- 
leza de ciclos reversibles, requiere de un determinado estándar para 
asignar valores numéricos a la temperatura. Además, es posible que 
medir temperaturas con un grado de precisión óptimo sólo nos lleve 
cerca del cero pero no hasta el valor de cero. Hasta el presente la tempe- 
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ratura más baja que se ha logrado mantener por un lapso largo (unas 
horas) es de 1.9 milikelvin, lo cual es una hazaña de la tecnología de ba- 
jas temperaturas. Por otra parte, la demostración que vamos a discutir 
requiere de información extratermodinámica. 

Ahora demostremos el siguiente 

TEOREMA. Los enunciados de NS y de la ICA son equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN. Sean A y B dos estados de equilibrio cualesquiera de 
un sistema, caracterizados por T y un parámetro cualquiera a que se 
escoge de acuerdo con la naturaleza del sistema y € un proceso adiabá- 
tico reversible entre A y B (véase la figura 17.7) 

Como S (A) = S (B), a partir de la ecuación (17.21) obtenemos 


11 Ca y Ta Cs 
Sal(O) + f' T dT = S(0) + / T dT 








Con base en la reducción al absurdo, supongamos que ICA no se 
cumple, es decir, que el cero absoluto es alcanzable. Nótese que esto 
implica que el proceso ABCD señalado en la figura 17.7 es factible y, 
por lo tanto, las curvas «, «, no se intersecan en S = O. En estas condi- 
ciones podemos considerar T,=0, entonces 


T1 Ca 
¿[0) — Sa (0) = dT 
S» (0) — Sa (0) f' a 





y como C, > Oy T, > 0, S, (0) — S, (0) > O. Si ahora partimos del proce- 
so inverso, B > A, al repetir el argumento con T, = O, concluimos que 





Figura 17.7 
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Sa (0) — Sy (0) > O. Pero esto es contradictorio con el resultado anterior 
y, por lo tanto, no podemos suponer que ICA es falso. Entonces ICA de- 
be cumplirse y simultáneamente 


Sa (0) —S¿ (0) < 0 
Ss(0) —S, (0) < 0 


lo cual implica que Sa(0) = S4(0) que es el postulado de Nernst. Gráfica- 
mente, las curvas a, y a, se intersecan en un solo punto sobre el eje S. 
Así pues, ICA = NS. De manera recíproca, si NS es válido, con base en 
la condición que establece la existencia del proceso €, obtenemos 


2d Ca Ta 5 
f' T dT = ¡' T dT 








T 


que implica T, + O, T, % O. En efecto si T, O T, es cero | — dT 
0 


tendría que ser cero, lo cual es imposible pues C > O. Así pues, NS = 
ICA. Por lo tanto 


NS $ ICA. 


Es importante subrayar que esta demostración es poco satisfactoria 
porque parte de la posibilidad de construir un proceso reversible, el pro- 
ceso €, cuya definición requiere a priori del conocimiento de la entropía 
del sistema para dos estados S (T;, a) y S (T,, a). Esta información es 
extratermodinámica pues aun cuando se obtuviese mediante los calo- 
res específicos, también requiere el conocimiento previo de S,. 

En resumen, la equivalencia entre los dos enunciados del principio de 
Nernst está basada en la hipótesis de que si existe un proceso isentrópi- 
co para AT % O también existe para AT = O. Pero en ambos casos la 
existencia de dicho proceso sólo puede establecerse mediante informa- 
ción extratermodinámica. Por eso es que prevalece la duda entre los 
termodinámicos de elevar a la categoría de ley el principio de Nernst. 
En opinión del autor, este principio, aunque útil, sólo es una prescrip- 
ción hasta ahora corroborada por el experimento, para determinar S.. 


PROBLEMAS 


17.1. Con base en la ecuación 


aF 
p=u+7 (7) 


17.2. 


17.3. 


17.4. 
17.5. 


17.6. 


17.7. 
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demostrar que 
5 JAF , A JAU 

a) Si lim, Pan) es finito, lim el = O y, por 
lo tanto 


lím AC, =0. 
T=>0 


b) ¿Qué requisito adicional habrá que imponer a AF si es válida la 


ecuación lím AS = 0? 
T=>0 


Demostrar la ecuación (10.15) utilizando la condición lim S + o y las 
ecuaciones de Gibbs- Helmholtz (9.37) y (9.39). 

(Indicación. Usese la expresión para S en función de G y H.) 
Con la ayuda del principio de Nernst, mostrar que las funciones I(V) y 
L(p) que aparecen en las ecuaciones (9.40) son iguales a 
cero 
De acuerdo con el principio de Nernst, ¿cómo debe ser la pendiente de la 
curva de sublimación en el cero absoluto? 
En 1904 Van't Hoff afirmó que la dependencia de la energía interna U 
con la temperatura es 


U = U, + aT 


donde a es una constante. ¿Esta hipótesis es compatible con el principio 
de Nernst y con la ecuación (17.2)? 


Si para un sólido 
Ea] = Ay + AT + azT?+... 


probar que el cero es inalcanzable si a,=0. ¿Es consistente este resulta- 
do con el del problema 4 del capítulo 10? 

Dar una razón que demuestre que la ecuación de Van der Waals no 
puede extenderse a la región de bajas temperaturas. 
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PROBLEMARIO DE 
TERMODINÁMICA CLÁSICA 


Leopoldo García-Colín Scherer 
Luis Ponce Ramírez 


El Problemario de termodinámica clásica 
completa la obra Introducción a la termo- 
dinámica clásica. En él se presentan las apli- 
caciones de los principios generales en la 
termodinámica. El Problemario contiene pro- 
blemas indicativos de la naturaleza misma de 
las aplicaciones, y pretende enseñar al lector 
a distinguir entre un principio y una aplicación. 
El estudiante interesado en aplicaciones espe- 
cíficas a problemas de termodinámica, propie- 
dades coligativas de la materia, eficiencia de 
máquinas térmicas, etcétera, encontrará en 
este texto una valiosa guía para aplicar los 
principios de la termodinámica. 














INTRODUCCIÓN A LA TERMODINÁMICA CLÁSICA 
Leopoldo García-Colín Scherer 


La presente edición, actualizada en materia de termodinámica, conserva 
en su mayoría el contenido de los primeros capítulos, aunque introduce 
temas y conceptos novedosos. Algunos capítulos se han enriquecido 
con nuevas secciones, y otros se han reescrito y actualizado totalmente; 
asimismo, se ha agregado información sobre sistemas abiertos, 
estabilidad en sistemas termodinámicos y aplicaciones a 
sistemas químicos. 
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termodinámica + Aplicaciones de la primera ley de la termodinámica 
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Potenciales termodinámicos. Relaciones de Maxwell. Método gráfico 
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Gases imperfectos. Sustancias puras + Sistemas magnéticos 
Termodinámica de la radiación del cuerpo negro 
Las leyes de la termodinámica para sistemas abiertos + Transiciones 
de fase y puntos críticos + Estabilidad de sistemas termodinámicos 
Aplicaciones a la termodinámica química 
Tercera ley de la termodinámica o principio de Nernst 
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